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前言

线性代数课程是最重要的数学基础课程之一. 中国科学技术大学的线性代数教学体系,由

华罗庚先生奠基,万哲先、龚升、许以超、曾肯成、李炯生、冯克勤、李尚志、查建国、宋光天等

先生历经六十余年合力建设而成. 华老作为代数学大家,矩阵计算技巧炉火纯青,中国科大的线

性代数教育因此也打上了深深的矩阵计算的烙印,毕业生也以 ‘‘龙生龙,凤生凤,华罗庚的弟子

会打洞”而著称于世. 一直以来,中国科大坚持理工科 (非数学专业的)线性代数通修课程 (即线

性代数 B1)教学的高标准和严要求,培养了一代代具备扎实线性代数数学基础的理工科人才.

随着计算机的出现, 特别是新世纪以来大数据与人工智能技术的快速发展, 线性代数工具

在科学研究中越来越重要. 线性代数成为最重要的数学基础课程,甚至已经超过传统上普遍认

为的最重要基础课程: 数学分析 (微积分). 线性代数被广泛应用于自然科学各个领域,包括物理

学,天文学,地质学,化学,生物学,计算机与信息科学,统计学,人工智能,大数据,网络空间安全

等各个学科. 一学期的线性代数基础课程已经不能满足当前科学理论和应用研究的实际需要,

为对线性代数知识有更高需求的理工科学生开设线性代数进阶课程就势在必行.

另一方面, 中国科学技术大学在本世纪初对本科生招生和培养政策做了两个重大变革, 即

自由选择专业和少年班学院创新班招生. 2013 年起中国科大开始实施本科生百分之百满足自

由选择专业. 由于数学/统计专业相较其他专业有更出色的就业前景, 每年平均有超过 50名学

生转入数学和统计专业学习. 在学习了通修的线性代数 B1 课程之后, 再让他们重新去学习数

学类专业的线性代数 A1和 A2课程,耗时费力,对于教学资源也是巨大的浪费. 这样就需要开

设线性代数 B1 的进阶课程, 满足转专业学生的迫切需要. 另一方面, 为保证学生转专业过程

（不仅仅是转入数学专业学生）平稳顺畅,大一学生修读的数学和物理基础课程全校（非数学专

业）学生需要尽量保持在同一水平,采取自由置课方式. 2010年中国科大少年班创新试点班获

批招生, 每年从全国各地招收大约 250 名具备坚实数学和物理基础的优秀学子进入科大学习.

这样加上原有的少年班学生 (每年招生约 50名), 大二时候选择数学和统计专业的学生比以前

大幅增加,大约在 60-70人左右. 这批学生已经学过线性代数 B1课程,同样需要学习线性代数

进阶课程.

基于上述的外在和内在原因,中国科大数学学院决定对线性代数（以及数学分析）实施分

层教学,顺应学科发展,确保线性代数教学满足大数据和人工智能时代的新需要,设计建设线性

代数 B2新课程,保证线性代数 A1+A2课程和 B1+B2课程能够自由替换. 在确保学生具备最扎

实数学基础的同时,适当调整 B1课程的教学内容,理顺 B1和 B2课程的关系,保证课程教学平

稳过渡和无缝衔接.

中国科大线性代数课程组在 A1+A2=B1+B2这一原则下,设计了线性代数 B2课程的教学

大纲,明确其教学内容包括多项式理论,行列式和矩阵运算的 (相较于 B1)高级技巧,抽象线性

空间,相似标准形理论,以及对正定、正交、矩阵分解等内容的深入探讨. 通过线性代数 B2课
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图 0.3: 线性代数内容分层

程的学习, 学生抽象思维能力与运算技巧将得到进一步提高, 线性代数知识储备更加牢固和深

入, 能适应后续数学和统计专业课程的学习, 适应人工智能和大数据新时代对线性代数的更高

要求. 自 2013年起，中国科学技术大学在每年秋季学期开设 5学分（2022年前是 4学分）的

线性代数 B2课程，作为线性代数 B1的进阶课程。课程面向外院转数院和管理学院统计专业

学生，以及少年班学院数学专业学生,以及其他需要更深线性代数知识的同学。目前，B2课程

每年开设 2个课堂，150-160余名学生修课，修读 B2课程的学生与修读 A系列课程的学生数

大致相等，已经是一门十分成熟和成功的线性代数课程。

线性代数 B2课程已经开设 10余年,但课程教学一直以来是从 A系列的教材中挑选内容,

撰写专门教材势在必行. 与 B2新教材建设相呼应,原 B1课程教材 (陈发来等著《线性代数与

解析几何》)需要做恰当修订,增加新的应用,调整内容并稍微降低难度. 这样一方面保证与 B2

教材的衔接, 另一方面保证它的普适性和先进性. 因此我们编写了系列教材《线性代数 I》和

《线性代数 II》,其中《线性代数 I》是《线性代数与解析几何》的修订版,而《线性代数 II》是

为线性代数 B2全新编写的教材.

本套教材建设主要体现编著者对于线性代数教学的三个基本认知: 线性代数基本方法的

融会贯通 (见图 0.1),线性代数与后续课程及学科的紧密联系 (见图 0.2)和线性代数教学内容的

分层 (见图 0.3).

代数方法 (矩阵) 和几何方法 (空间) 是线性代数两大基本方法, 是线性代数基本理论的一

体两面, 你中有我, 我中有你, 互相纠缠在一起. 我们希望从以下关键词来把握教材进程. 首先

是线性 (linear)这个词. 这本质上是几何的概念,线性代数需要反复强调线性关系,包括线性相
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关/线性无关/线性组合/线性表出等概念. 其次要强调代数 (algebra)这个词. 代数就是用字母代

替数,历史上代数首先从解决几何具体问题中诞生,但代数方法比较几何方法更有普适性. 由于

代数方法是某种程度的抽象, 我们需要通过丰富的例子, 让学生和读者意识到代数抽象思想的

威力, 不要去畏惧抽象! 最后一定要注意几何与代数的融会贯通. 线性映射理论与矩阵理论的

互相转化,线性变换与方阵理论的互相转化,是线性代数的主要内容. 将他们融会贯通就是打通

任督二脉,很多知识会水到渠成,自然而来.

新教材还特别注意加强几何方法、代数方法和分析方法的有效配合和合作. 当今国内大多

数教材都头重脚轻,内容集中在矩阵、行列式、线性空间、线性变换和相似标准形等内容的介

绍,而内积概念引入后的内容偏少,但这恰好是线性代数现代应用的主要方向. 内积的引入让线

性代数工具极大丰富, 让分析工具与代数和几何工具有机结合起来, 这对于基础数学和数学应

用都十分重要,是线性代数知识将要面对的主要应用场景.

线性代数是数学的基础课程,教材建设需要加强和后续课程和后续应用的紧密联系. 在基

础数学方面,教材加强与几何和代数高级课程的联系,主要是将变换集合看做群,为几何、抽象

代数、群表示和李群研究铺路. 在数学应用方面,教材加强与统计、计算、应用、大数据、优

化、信息安全等方面的联系,融合最新应用,包括广义逆、最小二乘法、奇异值分解和张量分析

等内容. 新教材计划收集、设计新习题和新例题,特别是将一些具体的应用变成例子和习题融

入教材.

本教材是《线性代数 I》的继续, 适合已经学习过理工科线性代数课程但期待对线性代数

有更深认识的学生,也作为双一流高校数学类专业线性代数或高等代数课程的参考书籍. 全书

分六章,章节目录如下：

(I) 多项式：预备知识，多项式的因式分解，多项式的同余理论，多项式零点和韦达定理，整

系数多项式，多元多项式

(II) 矩阵和行列式理论进阶: 行列式和矩阵理论回顾，初等变换理论应用回顾，分块矩阵，

Laplace展开和 Binet-Cauchy定理，范德蒙行列式与结式，更多例子，整矩阵与多项式矩

阵的相抵

(III) 线性空间和线性变换理论进阶: 一般线性空间，线性子空间，线性映射与线性变换，商

空间与同态基本定理，特征多项式和最小多项式，仿射空间及其变换

(IV) 相似标准形: 不变子空间,代数基本定理的线性代数证明，对角化与准对角化，Jordan标

准形，有理标准形理论，更多例子

(V) 内积空间与变换: 欧氏空间回顾, 伴随变换和规范变换，酉空间，酉空间上的线性变换，

正定方阵及应用，欧几里得仿射空间与变换

(VI) 多重线性函数与张量: 双线性函数，多重线性函数与张量，线性空间的张量积，张量的

计算

兄弟院校如果采用此书作为教材,可以根据实际课程学时情况,将仿射空间及其变换,欧几里得

仿射空间与变换以及多重线性函数与张量 (双线性函数除外) 等部分内容作为选修. 教材配备

了丰富的习题,其中很多是著者新编或者新收集的习题,一些习题颇有挑战性,供学有余力的读

者尝试.
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第一章 多项式

线性代数是讲授域上的矩阵和线性空间理论的数学基础课程. 在《线性代数 I》(即 [12],

对应中国科学技术大学公共基础课程 ‘‘线性代数 B1’’或者兄弟高校相应的理工科线性代数课

程)的学习中,我们已经了解到复数、实数和有理数的概念,这些都是域的例子. 为了更进一步

学习线性代数知识,我们需要了解域、环和多项式环的一般定义和性质. 本章介绍域与整数环

上的多项式环理论.

1.1 预备知识

1.1.1 何为域、环和群？

我们首先介绍域和环的基本概念.

什么是域呢？我们已经学习过数集的很多例子,比如自然数集合 N、整数集合 Z、有理数
集合 Q、实数集合 R和复数集合 C等. 自然数对于减法运算不封闭,即两个自然数之差不一定

是自然数,整数对于除法运算不封闭,即一个整数与另一个非零整数之商不一定是整数,而有理

数、实数和复数则对于四则运算都是封闭的. 有理数集合 Q、实数集合 R和复数集合 C都是
域的例子, 分别称为有理数域、实数域和复数域. 将它们具备的一些共性抽象出来, 就得到域

的如下定义:

定义 1.1.1. 域 (field)是一个至少包含两个不相等的元素 0和 1的非空集合 F ,其上配备有加法

运算 +和乘法运算 ·,且

(i) 加法运算满足交换律和结合律, 0是加法单位元 (即 a+0 = a恒成立),且每个元素 a均有

唯一的负元 −a (即 a+(−a) = 0);

(ii) 乘法运算满足交换律和结合律, 1 是乘法单位元 (即 a · 1 = a 恒成立), 且每个非零元素 a

均有唯一的逆元 a−1 (即 a ·a−1 = 1);

(iii) 加法运算和乘法运算间的分配律成立,即 a · (b+ c) = a ·b+a · c恒成立.

我们记 F× = F−{0}为 F 中非零元 (乘法可逆元)的集合.

域上的乘积 a ·b习惯上简记为 ab. 根据域的性质,我们如下定义其上的减法和除法运算:

a−b := a+(−b), (1.1)

a÷b := a ·b−1 (其中 b 6= 0). (1.2)

1



2 第一章 多项式

这样就可以在域上进行四则运算,所有运算法则和大家所习惯的有理数和实数的四则运算法则

是一样的.

例 1.1.1 (二元域 F2). 考虑集合 {0,1}, 它上面的加法运算定义为 0+ 0 = 1+ 1 = 0 和 1+ 0 =

0+1 = 1,乘法运算定义为 0 ·0 = 1 ·0 = 0 ·1 = 0而 1 ·1 = 1,这样我们就得到了一个只有两个元

素的域,记为 F2. 注意到根据域的定义,任何一个域至少有两个元素,因此 F2 是我们能够找到

的最简单的域. 它对于当今数字时代具有无与伦比的重要性.

对于一般的素数 p,我们将在下一小节介绍 p元有限域 Fp的构造.

例 1.1.2 (高斯数域). 设 i =
√
−1, Q(i) = {a+bi | a,b ∈Q}. 容易验证 Q(i)在复数的加法和乘法

意义下构成域,称为高斯数域.

例 1.1.3 (子域与扩域). 设 F 是复数域 C 的非空子集合, 且它对于复数四则运算封闭, 即若

a,b ∈ F,则 a±b和 ab ∈ F,且若 b 6= 0,则 ab−1 ∈ F,则 F 是一个域,称为复数域 C的子域. 我们

可以类似定义任何域的子域. 容易看出,有理数域是实数域的子域,而它们俩和高斯数域都是复

数域的子域.

如果 E 是 F 的子域,那么 F 称为 E 的扩域.

注记. 我国通行的线性代数教材中, 常常用数域来表示复数域的子域. 对于数学特别是数论研

究而言, 数域有更确切的定义: 数域是复数域的子域且同时是有理数域 Q 的有限维线性空间.

这个概念在近世代数课程的域论部分将会有更详细的介绍,此处我们不再细述.

域具备如下简单性质:

引理 1.1.1. 设 F 是域.

(1) 零与任何元素的乘积等于零,即对于任意元素 a ∈ F 均有 a ·0 = 0.

(2) 消去律成立,即若 ab = ac且 a 6= 0,则 b = c. 换言之,若 a与 b均不为 0,则它们的乘积 ab

也不等于 0.

证明. (1)首先我们有

0 ·a = (0+0) ·a = 0 ·a+0 ·a.

两边同减去 0 ·a,即得 0 ·a = 0.

(2)若 ab = ac,则 a(b− c) = 0. 由于 a 6= 0,两边同乘以 a−1 即得 b− c = 0,即 b = c. 等价性

易得,此处从略.

在域的定义中, 如果将乘法交换律和每个非零元都有唯一乘法逆元的要求去掉, 就得到了

环的概念,在环的定义上再加上交换律和消去律的要求,就得到整环的概念:

定义 1.1.2. 环 (ring)是一个至少包含元素 0和 1 (两者可能相等)的非空集合 R,其上配备有加

法运算 +和乘法运算 ·,且

(i) 加法运算满足交换律和结合律, 0是加法单位元 (即 a+0 = a恒成立)且每个元素 a均有

唯一负元 −a (即 a+(−a) = 0);

(ii) 乘法运算满足结合律, 1是乘法单位元 (即 a ·1 = a恒成立);
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(iii) 加法和乘法间的分配律成立,即 a(b+ c) = ab+ac与 (b+ c)a = ba+ ca恒成立.

若环上乘法交换律成立,则称此环是交换环 (commutative ring),否则称非交换环. 若交换环非零

且其上消去律成立,即若 a 6= 0且 b 6= 0,则 ab 6= 0恒成立,则称此交换环为整环 (domain).

环 R中的乘法可逆元称为 R中的乘法单位或者简称为单位 (unit),环 R中单位构成的集合

记为 R×.

根据环的性质 (i),它上面的减法运算如下定义:

a−b := a+(−b). (1.3)

例 1.1.4 (整数环). 整数集合 Z在通常的加法和乘法运算意义下构成整环,称为整数环. 它的单

位集合是 {±1}.

例 1.1.5 (矩阵环). 复数域 C上所有 n阶方阵集合Mn(C) =Cn×n,其中 n≥ 2,在矩阵加法和乘法

意义下构成非交换环. 当 n = 1时, M1(C)即域 C. 同理可以定义 Mn(Q), Mn(R)和任意域 F 上

的 n阶矩阵环 Mn(F). 它们在 n≥ 2时也不是交换环.

对于环 R,注意到 1是单位,且如果 a,b是单位,那么 ab−1 也是单位. 用抽象代数的语言来

说,全体单位集合 R×构成了一个群.

定义 1.1.3. 设 G是非空集合, ·是它上面的二元运算. 若下列条件成立:

(i) 结合律成立: (ab)c = a(bc)对任意 a,b,c ∈ G成立,

(ii) 存在单位元 1 = 1G ∈ G,使得 g ·1 = 1 ·g = g对于任意 g ∈ G成立,

(iii) 存在逆元: 对于任意 g ∈ G,存在 g−1 ∈ G使得 g ·g−1 = g−1 ·g = 1,

则称 (G, ·)为群 (group),或者简称 G为群,称 ·为群的乘法.

我们经常遇到如下性质:

引理 1.1.2. 设 G是群.

(1) 对于 g ∈ G, g的逆元唯一.

(2) 穿脱原则: 对于 g,h ∈ G, (gh)−1 = h−1g−1.

证明. (1)设 a,b均为 g的逆元,即 ga = ag = 1, gb = bg = 1. 则 a = a(gb) = (ag)b = b.

(2)根据 (gh)(h−1g−1) = g(hh−1)g−1 = gg−1 = 1且 (h−1g−1)(gh) = h−1(g−1g)h = h−1h = 1,

故 h−1g−1 是 gh的逆元.

例 1.1.6 (一般和特殊线性群). 域 F 上 n阶可逆方阵集合,记为 GLn(F),即环 Mn(F)的单位群,

称为一般线性群 (general linear group). 所有行列式等于 1的矩阵构成的集合称为 F 上的特殊

线性群 (special linear group),记为 SLn(F). 当 n = 1时, GL1(F) = F×而 SL1(F) = {1}.
可以看出,可逆矩阵乘积的逆满足的穿脱原则就是上述引理的特例.
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设 R是环, a ∈ R. 与域的情形一样,我们有 a ·0 = 0 ·a = 0. 对于整数 n,若 n > 0,我们记 na

是 n个 a之和, 记 an 是 n个 a的连乘积; 若 n < 0, 则记 na是 (−n)a的负元, 且若 a可逆时记

an = (a−1)−n;若 n = 0,记 0a = 0, a0 = 1.

定理 1.1.3 (牛顿二项式定理). 设 R为环. 若元素 a,b ∈ R的乘积可交换,即 ab = ba,则对于任意

正整数 n,均有

(a+b)n =
n

∑
i=0

(
n
i

)
aibn−i, (1.4)

这里

(
n
i

)
=

n!
i!(n− i)!

是组合数,也记作Ci
n.

证法 1. 对 n做归纳法. 当 n = 1,这是显然的. 设定理对于 n = k成立,则

(a+b)k+1 =(a+b)(a+b)k

=a
k

∑
i=0

(
k
i

)
aibk−i +b

k

∑
i=0

(
k
i

)
aibk−i

=ak+1 +
k

∑
i=1

[(
k

i−1

)
+

(
k
i

)]
aibk+1−i +bk+1

=
k+1

∑
i=0

(
k+1

i

)
aibk+1−i.

证法 2. 考虑 (a+ b)n = (a+ b)(a+ b) · · ·(a+ b)的完全展开式. 每个展开项相当于在 n个箱子

中装 a和 b两个球,每个箱子取出一个球按箱子的顺序做乘积,但由于 ab = ba,乘积的次序无

关紧要. 得到的乘积是 an−ibi 就相当于取了 n− i个 a球和 i个 b球, 这一共有
(n

i

)
种取法, 故

an−ibi的系数就是
(n

i

)
.

例 1.1.7. 若方阵 A,B乘积可交换,我们就可以使用牛顿二项式定理来求 A+B的幂次.

注记. 在学习本书时,如果想避免抽象定义,

(i) 读者总可以假设遇到的域是复数域 C,实数域 R或者有理数域 Q以及 C的其他子域. 但

需要注意的是由于信息技术的迅猛发展,有限域特别是二元域 F2 上的线性代数在当今数

字时代有着十分重要的应用价值.

(ii) 读者主要需要熟悉交换环的三个例子: 整数环、域上的多项式环和整系数多项式环,它们

都是整环,即满足消去律.

(iii) 本书将给出群的一些例子,但读者不需要深入掌握群的性质,一般了解即可. 对它的深入

了解请参阅近世代数或抽象代数的教科书.

1.1.2 整数理论简介

本小节我们将不加证明地简介整数的基本理论. 详细证明可以参考任何一本初等数论或

者代数学基础教材 (例如 [9]),或者模仿本章后面对于多项式对应定理的证明.

定义 1.1.4. 设 a,b为整数, b 6= 0. 若存在整数 c使得 a = bc,则称 b整除 a,表示为 b | a. 此时称

b是 a的因子 (或约数, divisor或 factor), a是 b的倍数 (multiple). 若不存在这样的上述整数 c,

则称 b不整除 a,记为 b ∤ a.
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由定义易知,任意非零整数均是 0的因子.

定理 1.1.4 (带余除法). 设 a,b为整数, b 6= 0,则存在整数 q与 r使得

a = bq+ r, 其中 0≤ r < |b|,

并且商 q和余数 r由上述条件唯一确定.

定义 1.1.5. 设 a,b 为不全为零的整数, 则整数 d 称为 a 与 b 的 最大公因子 (又名最大公约数,

greatest common divisor)是指它满足下述两条件:

(1) d 是 a与 b的公因子,即 d | a且 d | b.

(2) d 是 a与 b所有公因子中最大的,即若 d′ | a且 d′ | b,则 d′ ≤ d.

a 与 b 的最大公因子存在且唯一. 通常记为 (a,b) 或 gcd(a,b). 若 (a,b) = 1, 则称 a 与 b 互素

(coprime).

定理 1.1.5 (贝祖定理). 设 a,b不全为 0,而 d = (a,b)是它们的最大公因子,则我们有集合的相

等关系:

{ax+by | x,y ∈ Z}= {dz | z ∈ Z}.

特别地,

(1) 存在整数 u,v使得 (a,b) = au+bv. 该等式也称为 Bezout等式.

(2) a与 b互素当且仅当存在整数 u,v使得 au+bv = 1.

求两个整数 a,b的最大公因子的欧几里得算法 (Euclidean algorithm, 又称辗转相除法), 是

现存最古老的算法,首先出现在公元前三世纪欧几里得的巨著《原本》(即《几何原本》)中,至

今仍被广泛使用.

算法 1.1.6 (欧几里得算法). 给定不全为零的整数 a 和 b, 如下算法给出 a 与 b 的最大公因子

(a,b),以及整数 u和 v,使得 ua+ vb = (a,b):

(1) 若 b = 0,则 (a,b) = |a|. 此时令 u = sgn(a)而 v = 0.

(2) 否则,不妨设 b > 0. 先令 r−1 = a, r0 = b,然后用带余除法依次计算相继的商和余数:

ri−2 = qnri−1 + ri, 0≤ ri < ri−1 (i = 1,2,3, · · ·)

直到余数 rn = 0,则 a与 b的最大公因数 (a,b)即 rn−1.

(3) 在等式 rn−1 = rn−3−qkrn−2中,从 k = n−2开始递降至 k = 1,依次代入

rk = rk−2−qkrk−1,

这样就得到 (a,b) = rn−1 = ua+ vb.

定义 1.1.6. 设 p ≥ 2为正整数. 若 p的正因子只有平凡因子 1和 p自身, 则称 p为素数 (或质

数, prime number), 否则,称 p为合数 (composite number).
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引理 1.1.7 (欧几里得引理). 设 p为素数. 若 p | ab,则 p | a或 p | b.

定理 1.1.8 (欧几里得). 素数有无穷多个.

定理 1.1.9 (算术基本定理). 任何大于 1的正整数均可分解为有限个素数的乘积,且若不计素因

子在乘积中的次序,则分解方式唯一. 更具体地说,任何非零整数 n均有唯一的标准因式分解

n = sgn(n) · ∏
p为素数

pvp(n), (1.5)

其中

(1) sgn(n) = n
|n| =±1是 n的符号;

(2) vp(n)≥ 0且最多有有限多个 vp(n) 6= 0,即式 (1.5)是有限乘积;

(3) p | n当且仅当 vp(n)> 0.

定义 1.1.7. 设 m为正整数. 如整数 a和 b满足 m | a−b,称 a和 b模 m同余 (congruent modulo

m),并用同余式 (congruence)

a≡ b mod m (1.6)

来表示. 如 m ∤ a−b,则称 a和 b模 m不同余,记作

a 6≡ b mod m. (1.7)

命题 1.1.10. 同余关系是整数集合 Z上的等价关系,即它满足自反性,对称性和传递性.

更进一步地,若 a≡ b mod m, c≡ d mod m,则

a± c≡ b±d mod m, ac≡ bd mod m.

引理 1.1.11. 同余方程 ax≡ b mod m有解当且仅当 (a,m) | b.特别地, ax≡ 1 mod m有解当且仅

当 a与 m互素,此时解集合构成模 m的一个同余类.

对于整数 r,记 r模 m的同余类 [r] = mZ+ r = {mk+ r | k ∈ Z}. 记模 m的所有同余类集合

为 Z/mZ. 由于任何整数被 m整除的余数为 0,1, . . . ,m−1,故

Z/mZ= {[0], [1], . . . , [m−1]}. (1.8)

在 Z/mZ上定义加法和乘法运算:

[a]+ [b] = [a+b], [a][b] = [ab]. (1.9)

命题 1.1.10说明上述定义只与同余类有关,与同余类的代表元选取无关.

定理 1.1.12. (1) Z/mZ在上述加法和乘法运算下构成 m元交换环, [0]是加法单位元, [1]是乘

法单位元.

(2) Z/mZ的乘法可逆元集合 (Z/mZ)× = {[a] | (a,m) = 1, 0≤ a < m}.
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(3) Z/mZ是整环当且仅当 m = p是素数,此时 Z/pZ是 p元有限域.

今后常简记 Z/mZ= {0,1, · · · ,m−1}.

定义 1.1.8. 记 Z/pZ= {0,1, · · · , p−1}为 Fp,称为 p元素域 (prime field).

下面引理刻画了有限域 Fp 与大家大家熟知的实数域和复数域的最大区别:

引理 1.1.13. 在域 Fp 中,总有 pa = 0,故 (a+b)p = ap +bp.

定义 1.1.9. 集合 (Z/mZ)× 的阶记为 φ(m). 函数 φ : m 7→ φ(m) 称为欧拉函数 (Euler’s totient

function).

整数理论中最著名的结果包括中国剩余定理,欧拉定理和它的特殊情况费马小定理:

定理 1.1.14 (中国剩余定理). 若 n≥ 2,正整数 m1, . . . ,mn 两两互素,则同余方程组
x≡ a1 mod m1,

. . .

x≡ an mod mn

必有解,且全部解构成模 m1 · · ·mn 的一个同余类.

推论 1.1.15. 欧拉函数 φ 是积性函数: 若 m与 n为互素的正整数,则

φ(mn) = φ(m)φ(n), (1.10)

更进一步地,若 m有因式分解 m = pα1
1 · · · pαs

s ,则

φ(m) = φ(pα1
1 ) · · ·φ(pαs

s ) = pα1−1
1 (p1−1) · · · pαs−1

s (ps−1). (1.11)

定理 1.1.16. (欧拉定理). 对于任何 a ∈ Z, (a,m) = 1,均有

aφ(m) ≡ 1 mod m. (1.12)

(费马小定理). 特别地,若 p为素数,则

ap ≡ a mod p. (1.13)

习题 1.1

习题 1. 试证明带余除法的存在唯一性.

习题 2. 证明命题 1.1.10.

习题 3. 证明中国剩余定理.

习题 4. 利用牛顿二项式定理证明费马小定理.

习题 5. 证明 Wilson定理: 设 p是素数,则 (p−1)!≡−1 mod p.
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1.2 多项式的因式分解

1.2.1 域上一元多项式的定义和简单性质

设 F 是域. 系数在 F 上以 x为未定元的一元多项式 (polynomial)即

f (x) = a0 +a1x+ · · ·+aixi + · · · , (ai ∈ F 且只有有限多个非零).

这里 ai 称为 f (x)的系数 (coefficient). 两个多项式相等是指它们对应项的系数都相等. 习惯上

在记录一个多项式时,常常将系数等于 0的项略去,故多项式总可以写为有限和,即

f (x) =
n

∑
i=0

aixi = a0 +a1x+ · · ·+anxn.

若多项式 f (x)的系数 ai 全为 0,即 f (x) = 0,则称它是零多项式. 若 f (x)不是零多项式,则

它总可以写为

f (x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn, an 6= 0.

此时

(i) n称为 f (x)的次数 (degree),记为 deg f . 习惯上大家约定零多项式的次数为 −∞.

(ii) an 称为 f (x)的首项系数 (leading coefficient),记为 LC( f ), anxn 称为 f (x)的首项 (leading

term),记为 LT( f ).

(iii) a0称为 f (x)的常数项 (constant term).

首项系数等于 1的多项式称为首一多项式 (monic polynomial). 除去常数项外其他系数均等于 0

的多项式称为常多项式. 根据这个定义,多项式的次数等于 0当且仅当该多项式是非零常多项

式.

今后记域 F 上所有多项式构成的集合为 F [x]. 我们可以将 F 视为 F [x] 的子集合, 每个

c ∈ F 对应于常多项式 f (x) = c. 设多项式

f (x) =
m

∑
i=0

aixi, g(x) =
n

∑
i=0

bixi ∈ F [x],

它们的加法与乘法定义如下

f (x)+g(x) =
max{m,n}

∑
i=0

(ai +bi)xi, (1.14)

f (x) ·g(x) =
m+n

∑
k=0

( k

∑
i=0

aibk−i

)
xk. (1.15)

这样 F [x] 就构成交换环: 它的 0 和 1 即零多项式 0 和常多项式 1, f (x) = ∑i aixi 的负元即为

− f (x) = ∑i(−ai)xi. 我们有如下非常简单而又十分重要的性质:

命题 1.2.1. 设 f (x),g(x) ∈ F [x],则

(1) deg( f (x)+ g(x)) ≤ max(deg f (x),degg(x)),即 f (x)+ g(x)的次数不高于 f (x)和 g(x)的次

数大的.
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(2) deg( f (x) ·g(x)) = deg f (x)+degg(x),此处我们设 −∞+n =−∞.

证明. 易验证. 留作练习.

由命题 1.2.1(2)立知: 若 f (x)与 g(x)均是非零多项式,则 f (x)g(x)也是非零多项式. 故

推论 1.2.2. 多项式环 F [x]是整环,即它满足消去律.

推论 1.2.3. 域上多项式 f (x) 乘法可逆当且仅当它是非零常值多项式. 换言之, F [x]× = F× =

F−{0}.

证明. 若 f (x)g(x) = 1,对等式两边取次数即得 deg( f )+deg(g) = 0,这说明 deg( f ) = deg(g) = 0.

反之显然.

1.2.2 最大公因子

定义 1.2.1. 设 f (x),g(x) ∈ F [x], g(x) 6= 0. 若存在 h(x) ∈ F [x],使得

f (x) = g(x)h(x),

则称 g(x)整除 f (x),并称 g(x)是 f (x)的因子 (或因式), f (x)为 g(x)的倍式,记为 g(x) | f (x). 若

g(x)不是 f (x)的因子,则称 g(x)不整除 f (x),记为 g(x) ∤ f (x).

命题 1.2.4. 设 f (x),g(x) ∈ F [x], g(x) 6= 0. 若 f (x) = g(x)h(x),其中 h(x)是 F 的某个扩域上的多

项式,则 h(x) ∈ F [x]且它是唯一的.

证明. 若 f (x) = 0, 则 h(x) = 0 ∈ F [x]. 否则, 设 f (x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an (a0 6= 0), g(x) =

b0xm+b1xm−1+ · · ·+bm (b0 6= 0), h(x) = c0xn−m+c1xn−m−1+ · · ·+cn−m.比较系数,对于 0≤ k≤ n,

即得

ak = b0ck +b1ck−1 + · · ·+bkc0,

此处我们令 bi = 0若 i > m. 故 c0 = b−1
0 a0 ∈ F ,且对于 1≤ k ≤ n−m,

ck = b−1
0 (ak−b1ck−1−·· ·−bkc0) ∈ F.

唯一性由 F [x]是整环立得.

注记. 根据命题 1.2.4, 在多项式整除关系中, 商式的系数总在被除式和除式的系数所依托的最

小的域里面. 例如,两个有理系数多项式如果整除,那么得到的商也一定是有理系数的;两个实

系数多项式如果整除,那么商的系数一定不会是虚数.

这个原则也适用于后面将要介绍的带余除法、最大公因子和欧几里得算法.

例 1.2.1. 若 g(x)是 f (x)的因子,则对于任意 c ∈ F×, cg(x)也是 f (x)的因子,特别地,首一多项

式 g(x)
LC(g) 是 f (x)的因子.

对于非零多项式 f (x),多项式 c及 c f (x) (c ∈ F×)称为 f (x)的平凡因子,其它因子称为非

平凡因子,次数 < deg f (x)的因子则称为真因子.

正如整数带余除法是整数理论的基础一样,多项式带余除法也是多项式理论的基础.
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定理 1.2.5 (带余除法). 设 f (x),g(x) ∈ F [x] 且 g(x) 6= 0, 则在 F [x] 中存在唯一的商 q(x) 和余式

r(x),使得

f (x) = q(x)g(x)+ r(x), 其中degr < degg. (1.16)

证明. 先证存在性. 令集合 I = { f (x)−a(x)g(x) | a(x) ∈ F [x]},则显然 I是非空集. 令 r(x)是 I中

多项式次数最低者,存在性就是要证明 degr < degg. 若不然,则 degr ≥ degg. 令

g(x) = b0 +b1x+ · · ·+bmxm (bm 6= 0),

r(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn (an 6= 0),

即有 n ⩾ m. 令 r1(x) = r(x)− an

bm
g(x)xn−m,则 r1(x) ∈ I且 degr1 < n = degr,这与 r在 I中次数最

低矛盾. 故 degr < degg.

再证唯一性. 若 f (x) = q1(x)g(x)+ r1(x) = q2(x)g(x)+ r2(x),则 r1(x)− r2(x) = g(x)(q2(x)−
q1(x)). 比较两边的次数,由命题 1.2.1知

deg(r1− r2) = degg+deg(q2−q1)< degg.

这只可能 r1− r2 = q2−q1 = 0,即 r1 = r2且 q1 = q2. 唯一性得证.

注记. 上述定理的证明与整数带余除法的存在唯一性的证明是完全一样的.

与整数除法一样,习惯上我们用长除法来进行多项式除法运算.

例 1.2.2. 试求实系数多项式 x4 +4x2 +3x+2被 x2 +2x+2除的商与余式.

解. 长除法算式即

x2 − 2x + 6

x2 +2x+2 x4 + 4x2 + 3x + 2

x4 + 2x3 + 2x2

− 2x3 + 2x2 + 3x

− 2x3 − 4x2 − 4x

6x2 + 7x + 2

6x2 + 12x + 12

− 5x − 10

故商为 x2−2x+6,余式为 −5x−10,

x4 +4x2 +3x+2 = (x2 +2x+2)(x2−2x+6)+(−5x−10).

定义 1.2.2. 设 f (x),g(x) ∈ F [x],不全为零. f (x)与 g(x)的最大公因子 (最大公因式)是指满足如
下条件的首一多项式 d(x) ∈ F [x]:

(i) d(x)是 f (x)与 g(x)的公因子;

(ii) 若 h(x)是 f (x)与 g(x)的公因子,则 degh(x)⩽ degd(x),即 d(x)是所有公因子中次数最高

者.
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记最大公因子 d(x) = ( f (x),g(x))或 gcd( f ,g). 如果 d = 1,称 f 与 g互素.

可以看出, 如果多项式 d(x)满足条件 (i)和 (ii), 那么 cd(x)(c ∈ F×)也满足条件 (i)和 (ii).

为了保证 d(x)的唯一性,我们要求 d(x)是首一多项式,这类似于要求整数的最大公因子为正整

数. 我们下面证明如此要求的确保证了最大公因子的唯一性:

定理 1.2.6. 设 f (x),g(x) ∈ F [x], d(x)是它们的一个最大公因子. 则下面两集合相等:

{ f (x)u(x)+g(x)v(x) | u(x),v(x) ∈ F [x]}= {d(x)w(x) | w(x) ∈ F [x]}.

更进一步地,我们有

(1) 多项式的公因子都是最大公因子的因子,而且最大公因子是唯一的.

(2) Bezout等式成立,即存在 u(x),v(x) ∈ F [x],使得

f (x)u(x)+g(x)v(x) = d(x) = ( f (x),g(x)). (1.17)

(3) 多项式 f 与 g互素当且仅当存在 u(x),v(x) ∈ F [x],使得 f u+gv = 1.

证明. 令 I = { f (x)u(x)+g(x)v(x) | u(x),v(x) ∈ F [x]}, J = {d(x)w(x) | w(x) ∈ F [x]}. 我们需要证明
集合 I = J.

首先,由于 d 是 f 与 g的公因子,因此 f (x)u(x) ∈ J且 g(x)v(x) ∈ J,故 I ⊆ J.

设 δ (x)是 I 中次数最低的一个非零多项式,乘以非零常数后,我们不妨假设 δ 是首一多项
式. 这样的 δ 显然是唯一的: 假设 δ ′ ∈ I 是另一个次数最低的首一多项式,则 δ −δ ′ ∈ I 且次数

比 δ 次数低,这说明 δ = δ ′.
一方面, 由 d(x) | f (x) 且 d(x) | g(x) 知 d(x) | δ (x), 故 degδ ≥ degd. 另一方面, 我们断言

δ (x) | f (x)且 δ (x) | g(x). 事实上, 由带余除法, f (x) = q(x)δ (x)+ r(x)(degr < degδ )知 r(x) ∈ I

且它的次数比 δ 的次数低,故由 δ (x)的次数最低性知 r(x) = 0,即 δ | f . 同理 δ | g. 这说明 δ 是
f 与 g的公因子,所以 degδ ≤ degd. 这样 δ ∈ I ⊆ J 是首一多项式且 degδ = degd,但由于 J 中

次数等于 degd 的首一多项式是唯一的,就是 d 自己,因此 δ = d. 由于 d = δ ∈ I,故 J ⊆ I,因此

我们就得到集合 I = J.

由 I 中 δ 的唯一性, 立刻得到 (1) 中最大公因子的唯一性. 若 h 是 f 和 g 的公因子, 则

h | u f + vg对所有 u,v成立,所以 h | d = δ . (2)是集合等式 I = J 的直接推论. 对于 (3),只需要

证明若存在 u,v, u f + vg = 1,则 ( f ,g) = 1即可,这是由于在 I = J 的证明中, δ (x) = 1 = d(x) =

( f ,g).

定理 1.2.6的证明与整数情形的 Bezout 等式的证明本质上是一致的. 与整数情形一样, 它

也可以推广到多个多项式的情形:

推论 1.2.7. 设 f1(x), · · · , fk(x)是 F [x]中不全为零的多项式. 我们递归定义它们的最大公因子

( f1, · · · , fk) := (( f1, · · · , fk−1), fk). (1.18)

则存在多项式 ui(x) (1≤ i≤ k),使得

u1 f1 + · · ·+uk fk = ( f1, · · · , fk). (1.19)

另一方面,若存在多项式 u1(x), · · · ,uk(x),使得 u1 f1 + · · ·+uk fk = 1,则 ( f1, · · · , fk) = 1.
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证明. 记 dk = ( f1, · · · , fk). k = 2的情形就是定理 1.2.6. 现在假设结论对 k−1≥ 2成立,故存在

多项式 w1, · · · ,wk−1 使得 dk−1 = w1 f1 + · · ·+wk−1 fk−1. 又由于 Bezout等式,存在多项式 v和 uk

使得 dk = vdk−1 +uk fk,故

dk = w1v f1 + · · ·+wk−1v fk−1 +uk fk.

若存在多项式 ui(x) (1≤ i≤ k),使得 u1 f1 + · · ·+uk fk = 1,则最大公因式 ( f1, · · · , fk)一定整除 1.

故它只能等于 1.

注记. 事实上,我们可以证明集合间的等式{ k

∑
i=1

ai(x) fi(x) | ai(x) ∈ F [x]
}
= {a(x)dk(x) | a(x) ∈ F [x]}. (1.20)

推论 1.2.8. 设 f ,g,h是多项式.

(1) 若 ( f ,g) = ( f ,h) = 1,则 ( f ,gh) = 1.

(2) 若 ( f ,g) = 1,则对于任意正整数 m和 n,均有 ( f m,gn) = 1.

证明. (1)由定理 1.2.6,存在多项式 u1,v1,u2 和 v2使得

f u1 +gv1 = 1, f u2 +hv2 = 1,

所以

f · ( f u1u2 +u1hv2 +u2gv1)+(gh) · v1v2 = 1,

这说明 ( f ,gh) = 1.

(2)设 u f + gv = 1,则 (u f + gv)m = 1,展开左边就得到多项式 U 和 V ,使得 U f m +V g = 1,

故 ( f m,g) = 1 对所有 m 成立. 将 f 与 g 分别用 g 和 f m 代替再重复一下上述推理, 就得到

(gn, f m) = 1.

推论 1.2.9. 设 f ,g,h是多项式且 (g,h) = 1.

(1) 若 g | f 且 h | f ,则 gh | f .

(2) ( f ,gh) = ( f ,g) · ( f ,h).

证明. (1)记 f = ga. 设 ug+ vh = 1,两边同乘以 a,则 a = u f + vah是 h的倍式,故 gh | ga = f .

(2)设 ( f ,g) = a, ( f ,h) = b,由 (g,h) = 1,故得 (a,b) = 1. 由 (1)即得 ab | f ,所以 ab | ( f ,gh).

另一方面,设

u1 f + v1g = a, u2 f + v2h = b,

则

(u1u2 f +u1v2h+u2v1g) · f +(v1v2) · (gh) = ab.

这说明 ( f ,gh) | ab,故 ab = ( f ,gh).

与整数情形一样, 我们可以使用欧几里得算法 (即辗转相除法)来计算多项式 f (x)与 g(x)

的最大公因子以及它们所满足的 Bezout等式.
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算法 1.2.10 (欧几里得算法). 给定不全为零的多项式 f (x),g(x) ∈ F [x], 如下算法给出 f (x) 与

g(x)的最大公因子 ( f (x),g(x)),以及多项式 u(x)和 v(x),使得 u(x) f (x)+ v(x)g(x) = ( f ,g):

(1) 若 g(x) = 0,则 ( f (x),g(x)) =
f (x)

LC( f )
. 此时令 u(x) = LC( f )−1 而 v(x) = 0即可.

(2) 否则,先令 r−1(x) = f (x), r0(x) = g(x),然后用带余除法依次计算相继的商和余式:

ri−2(x) = qi(x)ri−1(x)+ ri(x), degri(x)< degri−1(x) (i = 1,2,3, · · ·)

直到某余式 rn(x) = 0,则 f (x)与 g(x)的最大公因数 ( f (x),g(x))即
rn−1(x)

LC(rn−1)
.

(3) 在等式 rn−1(x) = rn−3(x)−qk(x)rn−2(x)中,从 k = n−2开始递降至 k = 1,依次代入

rk(x) = rk−2(x)−qk(x)rk−1(x),

这样就得到 rn−1(x) = α(x) f (x)+β (x)g(x). 乘以非零常数 LC(rn−1)
−1,就得到 u(x)和 v(x),

使得 u(x) f (x)+ v(x)g(x) = ( f ,g).

注记. 欧几里得算法成功的关键在于不等式 degri+1(x)< degri(x)< · · ·< degg(x)恒成立,因此

最多需要 degg(x)+1步就一定得到 rn(x) = 0.

例 1.2.3. 设 F = F2,求 (x2 +1,x4 + x2 + x+1)及它满足的 Bezout等式.

解. 我们有

x4 + x2 + x+1 =x2(x2 +1)+(x+1),

x2 +1 =(x+1)(x+1), (注意到在 F2中 1+1 = 0)

所以 (x2 +1,x4 + x2 + x+1) = x+1,且 x+1 = 1 · (x4 + x2 + x+1)+ x2 · (x2 +1).

例 1.2.4. 设 F = R,求 (x2 +1,x4 + x2 + x+1)及它满足的 Bezout等式.

解. 我们有

x4 + x2 + x+1 =x2(x2 +1)+(x+1),

x2 +1 =(x−1)(x+1)+2,

x+1 =
x+1

2
·2.

所以在 R中 (x2 +1,x4 + x2 + x+1) = 1. 由于

2 =(x2 +1)− (x−1)(x+1)

=(x2 +1)− (x−1)
[
(x4 + x2 + x+1)− x2(x2 +1)

]
=− (x−1)(x4 + x2 + x+1)+(x3− x2 +1)(x2 +1),

故
1− x

2
(x4 + x2 + x+1)+

x3− x2 +1
2

(x2 +1) = 1.

例 1.2.5. 试将分式
1

3+2 3
√

2+ 3
√

4
分母有理化.
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证明. 令 f (x) = 3+2x+ x2. 于是分母可以写作 f ( 3
√

2). 问题转化为: 找到一个多项式 u(x)使得

u( 3
√

2) f ( 3
√

2)为有理数.

容易观察到 3
√

2是多项式 g(x) = x3−2的零点. 由于 gcd( f (x),g(x)) = 1,故由 Bezout等式

知存在有理多项式 u(x), v(x)使得:

u(x) f (x)+ v(x)g(x) = 1.

在这个等式中代入 x = 3
√

2即得 u( 3
√

2) f ( 3
√

2) = 1,即 1
3+2 3√2+ 3√4

= u( 3
√

2). 这就实现了分母有理

化.

具体由辗转相除法可得:

(x2−4x+5) f (x)− (x−2)g(x) = 11.

令 x = 3
√

2,可得
(

3
√

4−4 3
√

2+5
)

f ( 3
√

2) = 11. 从而可将原分式分母有理化为

3
√

4−4 3
√

2+5
11

.

例 1.2.6. 求 u(x),v(x) ∈ R[x]使得 u(x)xm + v(x)(1− x)n = 1,其中 deg(u(x))< n,deg(v(x))< m.

解. 由于 (xm,(1− x)n) = 1,故总存在 u(x)v(x) ∈ R[x]使得 u(x)xm + v(x)(1− x)n = 1. 根据本节习

题 6,满足条件 deg(u(x))< n, deg(v(x))< m的 u(x)和 v(x)存在且唯一.

现在设 u(x) =
n−1
∑

k=0
ck(x−1)k. 则 ck =

u(k)(1)
k!

对于 0≤ k ≤ n−1成立,只需要求 u(k)(1).

将原式改写为 u(x) = (1− (1− x)nv(x))x−m. 两边同求 k次导数,由求高阶导数的 Leibniz公

式,即得

u(k)(x) =
k

∑
i=0

(k
i

)
(1− (1− x)nv(x))(i) (x−m)(k−i).

这说明

u(k)(1) = (−1)km(m+1) · · ·(m+ k−1)

对 k = 0,1, . . . ,n−1均成立. 从而

u(x) =
n−1

∑
k=0

(m+k−1
k

)
(1− x)k.

同理有

v(x) =
m−1

∑
k=0

(n+k−1
k

)
xk.

1.2.3 不可约多项式和因式分解

定义 1.2.3. 对于次数 ≥ 1的多项式 p(x) ∈ F [x],若它的因子只有平凡因子 c和 cp(x) (c ∈ F×),

则称 p(x)为不可约多项式 (irreducible polynomial) ,反之,若多项式有非平凡因子,则称它为可

约多项式,并称它在 F 上可约.

注记. 由定义立知, 多项式 m(x) 可约当且仅当它可以写成两个非常值多项式的乘积. 特别地,

一次多项式总是不可约多项式.
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注记. 不可约性与整除性不一样,它和所基于的域密切相关. 例如,多项式 x2 +1作为实系数多

项式是不可约的,但作为复系数多项式它等于 (x+ i)(x− i)就是可约的.

不可约多项式在域上多项式环所起的作用与素数在整数环所起的作用十分相似. 首先由

定义我们立刻得到:

引理 1.2.11. 若 p(x)是不可约多项式且 p(x) ∤ f (x),则 (p(x), f (x)) = 1.

引理 1.2.12 (欧几里得引理). 若 p是不可约多项式且 p | f g,则 p | f 或 p | g.

证明. 我们用反证法. 若 p ∤ f 且 p ∤ g,则 (p, f ) = (p,g) = 1,故 (p, f g) = 1,这与 p | f g矛盾.

这样我们得到多项式版本的算术基本定理:

定理 1.2.13. 任意次数 ≥ 1的多项式 f (x) ∈ F [x]均有因式分解

f (x) = cp1(x) · · · pr(x), (1.21)

其中 c是 f (x)的首项系数, p1, · · · , pr 是首一不可约多项式,并且分解式在不计因子次序时是唯

一的.

证明. 这个证明与整数情形算术基本定理的证明一致.

首先我们证明分解的存在性. 我们对 f (x)的次数 n进行归纳. 当 n = 1时由于 1次多项式

都是不可约的,故分解式显然存在. 对于一般情形,若 f (x)不可约,分解式同样显然存在,否则

f (x)有真因子分解 g(x)h(x), 即 1 ≤ degg,degh < n. 此时应用归纳假设, g(x)和 h(x)均有分解

式,它们分解式的乘积就是 f (x)的一个分解式.

接下来我们证明分解的唯一性. 首先比较分解式两边的首项系数,这说明 c即 f (x)的首项

系数是确定的. 我们不妨假设 f (x)是首一的,并对它的次数 n做归纳来证明唯一性. 当 n = 1时

这是显然的. 对于一般情况,设

f (x) = p1(x) · · · pr(x) = q1(x) · · ·qs(x).

由欧几里得引理, p1(x) | f (x) = q1(x) · · ·qs(x) 说明 p1(x) 整除某个 qi(x), 但 qi(x) 只有唯一一

个首一且次数 ≥ 1 的因子, 就是它自己, 这说明 p1(x) = qi(x). 重新排列次序后我们不妨假设

p1(x) = q1(x). 故 p2(x) · · · pr(x) = q2(x) · · ·qs(x)是 f (x)/p1(x)的分解式. 由于 deg( f (x)/p1(x))<

n,由归纳假设, r = s且 q2(x), · · · ,qr(x)是 p2(x), · · · , pr(x)经重新排列得到的.

将式(1.21)中的不可约因子 p1, · · · , pr 中相同的因子合并起来,就得到一般多项式的标准分

解式

f (x) = cp
vp1 ( f )
1 · · · pvps ( f )

s , (1.22)

其中 p1, · · · , ps 是两两不同的首一不可约多项式, vp1( f ), · · · ,vps( f )是由 f 确定的正整数. 为叙

述方便,我们经常在分解式中添加 p0 项. 我们有以下推论.

推论 1.2.14. 设 f (x) = c1 pα1
1 · · · pαs

s , g(x) = c2 pβ1
1 · · · p

βs
s , 其中 pi 为两两不同的首一不可约多项

式, α1, · · · ,αs,β1, · · · ,βs ⩾ 0. 则

(1) f (x)是 g(x)的因子当且仅当 αi ≤ βi对所有 1≤ i≤ s成立.
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(2) 记 γi = min(αi,βi),则 ( f ,g) = pγ1
1 · · · p

γs
s .

证明. (1) 一方面, 若 αi ≤ βi 对所有 1 ≤ i ≤ s 成立, 显然 f (x) | g(x). 反之, 若 f (x) | g(x), 令
h(x) = g(x)/ f (x). 则 h(x) 的不可约因子必然是 g(x) 的因子, 故总可以假设 h(x) = c3 pδ1

1 · · · pδs
s ,

δi ≥ 0. 由因式分解的唯一性, αi +δi = βi,故 αi ≤ βi.

(2)由 (1)立得.

由上述结果可以看出,不可约多项式在多项式理论中的重要性就好比素数在整数理论中的

重要性,因此有必要给出一些法则来判断一个多项式是否是不可约多项式. 我们将在本章稍后

继续探讨低次多项式的不可约性.

习题 1.2

习题 1. 证明命题 1.2.1.

习题 2. 设 n是正整数, F 是域, a ∈ F. 证明:

(1) x−a整除 xn−an;

(2) 若 n是奇数,则 x+a整除 xn +an.

习题 3. 求实系数多项式 f (x)被 g(x)除的商与余式:

(1) f (x) = x5 + x+3, g(x) = x2 +1;

(2) f (x) = x8 +2, g(x) = x4−1.

习题 4. 用欧几里得算法求 ( f (x),g(x))和它满足的 Bezout等式:

(1) F =Q, f (x) = x3 + x−1,g(x) = x2 +1;

(2) F = F2, f (x) = x7 +1,g(x) = x6 + x5 + x4 +1;

(3) F = F3, f (x) = x8 +2x5 + x3 + x2 +1,g(x) = 2x6 + x5 +2x3 +2x2 +2.

习题 5. 设 m,n是正整数,证明: F [x]上多项式 xm−1与 xn−1的最大公因式是 x(m,n)−1.

习题 6. 设 f 与 g 都是 F [x] 中非常值多项式, 且不存在 u ∈ F 使得 f = ug. 设 d(x) 是 f (x) 与

g(x)的最大公因子. 证明

(1) 存在多项式 u(x)与 v(x),使得 degu(x)< degg(x)−degd(x)且 d(x) = f (x)u(x)+g(x)v(x).

(2) 此时 degv(x)< deg f (x)−degd(x).

(3) 在 (1)中出现的多项式 u(x)与 v(x)是唯一确定的.

习题 7. 设 f (x), g(x) ∈ F [x]且 g(x) 6= 0. 表达式 f (x)
g(x) 称为 F 上的有理分式,且若 deg f < degg,

则称其为有理真分式. 设有理分式间的四则运算如同分数的四则运算.



1.3 多项式的同余理论 17

(1) 设 g(x) = a(x)b(x),其中 a(x)与 b(x)互素且都不是常多项式. 证明: 任意有理真分式 f (x)
g(x)

可以唯一分解为如下有理真分式之和:

f (x)
g(x)

=
r(x)
a(x)

+
s(x)
b(x)

.

(2) 设 g(x)是首一多项式,其标准因式分解是 g(x) =
l

∏
i=1

pmi
i (x). 证明: 任意有理真分式 f (x)

g(x) 可

以唯一分解为如下有理真分式之和:

f (x)
g(x)

=
h1(x)
pm1

1 (x)
+ · · ·+ hl(x)

pml
l (x)

.

(3) 设 p(x) ∈ F [x]是首一不可约多项式, m是正整数. 证明: 任意有理真分式 h(x)
pm(x) 可以唯一

分解为如下有理真分式之和:

h(x)
pm(x)

=
α1(x)
p(x)

+ · · ·+ αm(x)
pm(x)

, degαi < deg p.

(4) 设 g(x)是首一多项式,其标准因式分解是 g(x) =
l

∏
i=1

pmi
i (x). 证明: 有理真分式 f (x)

g(x) 可以唯

一分解为如下标准部分分式和:

f (x)
g(x)

=
l

∑
i=1

mi

∑
j=1

αi, j(x)

p j
i (x)

, degαi, j < deg pi.

习题 8. 求下列有理真分式的标准部分分式和:

(1)
1

x2−a
; (2)

x2 +2
x2(x−1)2 ,

(3)
2x+1
x4−1

, 其中域 F 分别取为 R和 C.

1.3 多项式的同余理论

多项式同余理论和整数同余理论是完全平行的理论. 我们取定 m(x)为域 F 上的非常值多

项式,即 degm≥ 1.

定义 1.3.1. 多项式 f (x)与 g(x)模 m(x)同余是指 m(x) | ( f (x)−g(x)),也就是说, f (x)与 g(x)被

m(x)除有相同的余式,用同余式

f (x)≡ g(x) mod m(x) (1.23)

来表示.

命题 1.3.1. 模 m(x) 的同余关系是 F [x] 上的等价关系, 且如果 a(x) ≡ b(x) mod m(x), c(x) ≡
d(x) mod m(x),那么

(1) a(x)± c(x)≡ b(x)±d(x) mod m(x);

(2) a(x)c(x)≡ b(x)d(x) mod m(x).
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证明. 显然.

根据多项式的带余除法,对于域上任意多项式 f (x),有唯一的次数小于 degm(x)的多项式

r(x)与它模 m(x)同余. 记 [r(x)]是所有与 r(x)模 m(x)同余的多项式组成的集合,称为 r(x)的

模 m(x)同余类. 这样 F [x]的模 m(x)同余类集合即

F [x]/(m(x)) = F [x]/m(x)F [x] = {[r(x)] | r(x) ∈ F [x], degr < degm}. (1.24)

如果在同余类集合中定义加法和乘法:

[r1(x)]+ [r2(x)] = [r1(x)+ r2(x)], (1.25)

[r1(x)] · [r2(x)] = [r1(x)r2(x)], (1.26)

那么命题 1.3.1说明这样的定义与 [r(x)]中代表元的选取没有关系,即它是一个良定义. 由此定

义,同余类集合 F [x]/m(x)F [x]成为交换环, [0]是其加法单位元, [1]是乘法单位元. 我们有下述

定理:

定理 1.3.2. 模 m(x)同余类集合 F [x]/m(x)F [x] = {[r(x)] | r(x) ∈ F [x], degr(x)< degm(x)}是交换
环,且 [a(x)]有乘法逆元当且仅当 (a,m) = 1. 特别地,

(1) 如果 m(x)是不可约多项式,那么 F [x]/m(x)F [x]是域,即每个非零元均有乘法逆元;

(2) 如果 m(x) 是可约多项式, 那么 F [x]/m(x)F [x] 不是整环, 即存在两个非零元, 它们的乘积

等于零.

证明. Fp[x]/m(x)Fp[x] 是交换环由定义和命题 1.3.1立得. 若 [a(x)] 可逆, 则存在 b(x) 使得

[a(x)b(x)] = [1],即 a(x)b(x)≡ 1 mod m(x),所以 a(x)b(x)−1 = m(x)v(x),即 a(x)b(x)+m(x)v(x) =

1, 这说明 (a,m) = 1. 反之, 若 (a,m) = 1, 由 Bezout 等式, 设 b, v 满足 ab+mv = 1, 则 [a][b] =

[ab] = [1],即 [a]可逆.

若 m(x)不可约,则对于任意多项式 r(x) (0 ≤ degr < degm),它与 m(x)互素,因此 [r]均可

逆, 故 (1) 得证. 若 m(x) 可约, 令 m(x) = a(x)b(x), 0 < dega < degm. 则 [a] 6= [0], [b] 6= [0] 但

[ab] = [0],故 (2)得证.

注记. 根据定理的证明, 求同余类 [a(x)] 的逆等价于求 b(x) 使得 a(x)b(x)+m(x)v(x) = 1, 这由

欧几里得算法即得.

将定理 1.3.2应用到域 F = Fp是 p元有限域的情形,我们就得到

推论 1.3.3. 若 m(x) ∈ Fp[x]是 n次不可约多项式,则 Fp[x]/m(x)Fp[x]是 pn元有限域.

证明. 只需要证明 Fp[x]里次数 < n的多项式 r(x)共有 pn 个即可,这是显然的.

注记. 在后继的近世代数课程中,对于每个正整数 n,我们会证明 Fp[x]中总存在 n次不可约多

项式,从而总存在 pn元的有限域,而且所有的 pn 元有限域在本质上是相同的 (同构).

从现在开始,我们用 r(x)简记同余类 [r(x)]. 如果需要特别指明该同余类是模 m(x)的同余

类,我们就用 r(x) mod m(x)来表示.
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例 1.3.1. 注意到 x2 +1是 2次不可约实系数多项式. 故 R[x]/(x2 +1) = {a+bx | a,b ∈ R}是域.

定义映射

σ : C→ R[x]/(x2 +1), a+bi 7→ a+bx.

容易看出 σ 是双射,且 σ(z1 + z2) = σ(z1)+σ(z2), σ(z1z2) = σ(z1)σ(z2). 这就是说 σ 保持了域
运算,它给出了域 C和域 R[x]/(x2 +1)之间的同构.

完全类似于整数同余方程组求解的中国剩余定理,多项式同余方程组的求解也有相应的中

国剩余定理:

定理 1.3.4 (中国剩余定理). 设 m(x) = m1(x)m2(x) · · ·ms(x),其中 mi(x)是两两互素的多项式,则

同余方程组 
f (x)≡ a1(x) mod m1(x),

. . .

f (x)≡ an(x) mod mn(x)

必有解,且全部解恰好构成模 m(x)的一个同余类.

证明. 设 Mi(x) = m(x)/mi(x) = ∏
j 6=i

m j(x). 则 (mi(x),Mi(x)) = 1. 故存在 ui(x) 使得 ui(x)Mi(x) ≡

1 mod mi(x). 令 bi(x) = ui(x)Mi(x), 则 bi(x) ≡ 1 mod mi(x) 且 bi(x) ≡ 0 mod m j(x) ( j 6= i). 故
n
∑

i=0
ai(x)bi(x)是上述同余方程组的一个解.

另一方面, 若方程组有两个解 c(x) 与 d(x), 则对于所有的 i, c(x)− d(x) ≡ 0 mod mi(x), 即

mi(x) | (c(x)−d(x)). 由于 mi(x)两两互素,故 m(x) | c(x)−d(x),即 c(x)与 d(x)在同一个模 m(x)

的同余类中.

例 1.3.2. 求 3次有理多项式 f (x)使得 f (x)+1被 (x−1)2 整除且 f (x)−1被 (x+1)2 整除.

解. 问题需要求 f (x)使得  f (x)≡−1 mod (x−1)2,

f (x)≡ 1 mod (x+1)2.

根据中国剩余定理的证明,我们就是要求 f (x) =−ϕ1(x)+ϕ2(x),其中 ϕ1(x),ϕ2(x)为满足以下两

个同余方程组的多项式:ϕ1(x)≡ 1 mod (x−1)2,

ϕ1(x)≡ 0 mod (x+1)2,

ϕ2(x)≡ 0 mod (x−1)2,

ϕ2(x)≡ 1 mod (x+1)2.

故可设 ϕ1(x) = u(x)(x+1)2, ϕ2(x) = v(x)(x−1)2. 问题归结为求解

u(x)(x+1)2 ≡ 1 mod (x−1)2, v(x)(x−1)2 ≡ 1 mod (x+1)2.

由欧几里得算法,我们得到

2− x
4

(x+1)2 +
x+2

4
(x−1)2 = 1,
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取 u(x) = 1
4(2− x), v(x) = 1

4(x+2). 于是有

f (x)≡ ϕ2(x)−ϕ1(x)≡ v(x)(x−1)2−u(x)(x+1)2 ≡ 1
2
(x3−3x) mod (x+1)2(x−1)2.

由 deg f = 3,就得到 f (x) =
x3−3x

2
.

习题 1.3

习题 1. 下述同余方程组是否有解,如有,试求它的所有解:

(1)

 f (x)≡ x−1 mod x2−1,

f (x)≡ x+1 mod x2 +1.
(2)

 f (x)≡ x−1 mod x2−1,

f (x)≡ x+1 mod x3−1.

1.4 多项式零点和韦达定理

整数理论和多项式理论最大的不同之处是多项式可以讨论零点,这在某种程度上让多项式

理论比整数理论更简单.

1.4.1 多项式零点

在带余除法(1.16)中,若 g(x) = x− a,则 f (x) = q(x)(x− a)+ r(x). 由 degr < 1知 r(x)为常

多项式. 将 x = a代入,知 r(x) = f (a). 我们有

定理 1.4.1 (余数定理). 设 f (x) ∈ F [x],则存在唯一的商 q(x) ∈ F [x],使得

f (x) = q(x)(x−a)+ f (a). (1.27)

故 f (a) = 0当且仅当 (x−a) | f (x).

对于正整数 r, 令 (x− a)r‖ f (x) 表示 (x− a)r | f (x) 且 (x− a)r+1 ∤ f (x). 余数定理说明

(x−a)r‖ f (x)当且仅当 f (x) = (x−a)rh(x)且 h(a) 6= 0.

定义 1.4.1. 设多项式 f (x)是非零多项式. 若元素 a ∈ F 满足 f (a) = 0,即 (x− a) | f (x),则称 a

为 f (x)的根或零点.

更进一步地,对于整数 r ≥ 1,若 (x−a)r‖ f (x),等价地说若 f (x) = (x−a)rh(x)且 h(a) 6= 0,

则称 a是 f (x)的 r重零点. 如 r = 1,称 a为 f (x)的单根或者单零点; 如 r ≥ 2,称 a为 f (x)的

重根.

此后我们讨论零点个数时,将计上重数,也就是说, f (x)有恰好 r个相同的零点 a就是指 a

是 f (x)的 r重零点.

定理 1.4.2 (拉格朗日). 任意 n次非零多项式 f (x) ∈ F [x]的零点个数 ⩽ n.
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证明. 我们对 n做归纳. 0次多项式没有零点,而 1次多项式 cx+d 恰好有 1个零点 −c−1d,故

定理成立. 对于一般情况,若 f (x)无零点,则零点个数等于 0 ≤ n,定理自然成立. 否则,设 a是

f (x)的 r重零点,则

f (x) = g(x)(x−a)r, g(a) 6= 0.

由归纳假设知 g(x)最多有 n− r个零点,且 a不是它的零点. 另一方面,若 b 6= a是 f (x)的 s重

零点,由于 (x−a)r 与 (x−b)s 互素,故由推论 1.2.9知, f (x) = (x−a)r(x−b)sh(x)且 h(b) 6= 0,这

说明 g(x) = (x−b)sh(x)且 h(b) 6= 0,即 b也是 g(x)的 s重零点. 故 f (x)的零点除去 r重零点 a

外,和 g(x)的所有零点重合 (包括重数),所以它的零点个数 ≤ r+(n− r) = n.

注记. 其实拉格朗日定理对于系数在整环上的多项式也成立, 但对于别的代数结构, 则可能不

成立. 比如说在四元数中, x2 +1有无穷多个零点, ai+b j+ ck (a,b,c ∈ R, a2 +b2 + c2 = 1)都是

它的零点.

拉格朗日的这个定理有下述常见推论:

推论 1.4.3. 若域 F 上的多项式 f (x)有 n+1个零点,但它的次数 deg f ≤ n,则 f (x)一定是零多

项式.

推论 1.4.4. 若多项式 f 与 g 都是 n 次多项式, 它们的首项系数相同, 且有 n 个相同零点, 则

f = g.

证明. 不妨设 g(t) 6= 0, 令 c = f (t)/g(t). 则 f (x)− cg(x) 的次数 ≤ n 且有 n+ 1 个零点, 所以

f (x) = cg(x). 再由 LC( f ) = LC(g),就得到 c = 1.

熟知在一般情况下, 一般多项式在一个域中不一定会有零点. 但根据定理 1.3.2, 我们有如

下结果:

定理 1.4.5. 设 f (x)是域 F 上的非常值多项式,则存在 F 的扩域 K 使得 f (x)在 K 上有零点.

证明. 不妨设 f (x)是不可约多项式. 令 K = F [x]/( f (x)). 根据定理 1.3.2, K 是 F 的扩域. 则 K

中的元素 [x] = x mod f (x)满足 f ([x]) = [0],即 f (x)在 K 中有零点 [x].

推论 1.4.6. 设 f (x)是域 F 上的 n次多项式. 则存在 F 的扩域 K 使得 f (x)在 K 中的零点个数

为 n.

证明. 对 n做归纳. 当 n = 1时结论显然成立. 对于一般的 n,设 K1 是 F 的扩域,使得 t1 ∈ K 是

f (x)的零点. 设 t1 的重数为 m1. 则 K1 上的多项式 f (x)/(x− t1)m1 的次数 n−m1 < n,应用归纳

假设,存在 K1 的扩域 K 使得 f (x)/(x− t1)m1 在 K 中的零点个数是 n−m1,故 f (x)在 K 上的零

点个数为 n.

1.4.2 韦达定理

韦达定理是描述 多项式根与系数关系的著名定理, 它说明多项式的系数在相差常数倍的

情况下由多项式的根完全确定:
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定理 1.4.7 (韦达定理). 设 F 为域,设 f (x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a0是 F 上次数为 n的非常值

多项式. 若 λ1, . . . ,λn是 f (x)的 n个零点,则

f (x) = an(x−λ1)(x−λ2) · · ·(x−λn), (1.28)

且对于 1≤ k ≤ n,

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

λi1λi2 · · ·λik = (−1)k an−k

an
. (1.29)

特别地,分别取 k = 1与 n,则

λ1 + · · ·+λn = (−1)
an−1

an
, (1.30)

λ1 · · ·λn = (−1)n a0

an
. (1.31)

证明. 式 (1.28) 由推论 1.4.4 立得. 将式 (1.28) 的右边展开再合并同类项, 然后比较等式两边

xn−k 项的系数即得式 (1.29).

注记. 通过多项式的系数来求根,即寻找通用求根公式,是数学史上最璀璨夺目的一页. 近世代

数课程将介绍伽罗瓦关于此问题的著名结果.

在韦达定理中分别取 n = 2与 3,就回到我们熟悉的情形.

定理 1.4.8.

(1) 若 f (x) = x2 +bx+ c = (x−λ1)(x−λ2),则

λ1 +λ2 =−b, λ1 ·λ2 = c. (1.32)

(2) 若 f (x) = x3 +bx2 + cx+d = (x−λ1)(x−λ2)(x−λ3),则

λ1 +λ2 +λ3 =−b, λ1λ2 +λ2λ3 +λ3λ1 = c, λ1λ2λ3 =−d. (1.33)

例 1.4.1 (拉格朗日插值公式). 设整数 n≥ 1. 对于 1≤ i≤ n+1,设 ai, bi ∈ F,且 ai 互不相同. 则

存在唯一一个次数 ≤ n的多项式 f (x),使得 f (ai) = bi.

解. 先证明唯一性. 若 f (x)与 g(x)的次数均 ≤ n且对所有 1 ≤ i ≤ n+ 1, f (ai) = g(ai) = bi, 即

f (ai)− g(ai) = 0. 则 f (x)− g(x) 至少有 n+ 1 个不同零点, 但 deg( f − g) ≤ n, 由推论 1.4.3 得

f (x)−g(x) = 0,即 f (x) = g(x).

下证存在性. 令

fi(x) = ∏
j 6=i

x−a j

ai−a j
.

则 deg fi = n, fi(ai) = 1,且 fi(a j) = 0对于任意 j 6= i成立. 因此

f (x) =
n+1

∑
i=1

bi fi(x) =
n+1

∑
i=1

bi ∏
j 6=i

x−a j

ai−a j
(1.34)

就是满足问题条件的多项式,此公式称为拉格朗日插值公式.
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例 1.4.2. 设 p为素数,则域 Fp上的多项式 xp− x有如下因式分解:

xp− x = ∏
a∈Fp

(x−a). (1.35)

故 xp− x ∈ Fp[x]的根集合就是 Fp,且它的每个根都是单根.

解. 由费马小定理知 a ∈ Fp 均是多项式 xp− x的根. 由拉格朗日定理知,它们就是 xp− x的所

有根且每个根都是单根. 故(1.35)由 (1.28)即得.

例 1.4.3. 设 n是正整数. 试求多项式 xn−1在复数域和实数域上的因式分解.

解. 我们首先讨论复数域的情况. 令

ζn = exp
(

2πi
n

)
= cos

2π
n

+ isin
2π
n
.

根据复数的乘法公式 (棣莫弗公式),我们知道

ζ k
n = exp

(
2kπi

n

)
= cos

2kπ
n

+ isin
2kπ

n
. (1.36)

所以 ζ n
n = 1,且当 0 < i < n时, ζ i

n 6= 1. 因此 1,ζn, · · · ,ζ n−1
n 是 xn−1的 n个互不相同的复根. 由

拉格朗日定理即知 xn−1的根集就是 {ζ k
n | 0≤ k < n},即在复数域上,

xn−1 = (x−1)(x−ζn) · · ·(x−ζ n−1
n ) =

n−1

∏
k=0

(
x−ζ k

n

)
. (1.37)

注意到对于 0 < k < n
2 ,

(x−ζ k
n )(x−ζ n−k

n ) = x2−2xcos
2kπ

n
+1,

而左边的多项式作为实系数多项式是不可约的,因此在实数域上我们有

xn−1 =


(x−1)

n−1
2

∏
k=1

(
x2−2xcos 2kπ

n +1
)
, 若 n是是奇数,

(x−1)(x+1)
n−2

2

∏
k=1

(
x2−2xcos 2kπ

n +1
)
, 若 n是是偶数.

(1.38)

定义 1.4.2. 多项式 xn− 1的根称为 n次单位根 (n-th root of unity). 若 ω 是 n次单位根但不是

< n次的单位根,即不是 xi−1 (1≤ i < n)的根,则称 ω 是 n次本原单位根 (n-th primitive root of

unity).

例 1.4.4. 求证: 复数域中 n次本原单位根集合是 {ζ k
n | 0≤ k < n, (k,n) = 1}.

证明. 首先上题已经告诉我们复数域中 n次单位根集合是 {ζ k
n | 0 ≤ k < n}. 根据式(1.36),对于

i ∈ Z, ζ i
n = 1当且仅当 n | i. 故若 (ζ k

n )
i = ζ ki

n = 1,则 n | ki,当 (k,n) = 1时,就得到 n | i. 这说明当
(k,n) = 1时, ζ k

n 是 n次本原单位根. 另一方面,若 (k,n) 6= 1,则 (ζ k
n )

n/(k,n) = 1,故此时 ζ k
n 不是 n

次本原单位根.
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1.4.3 多项式的形式微商

对于一般域上的多项式, 我们都可以通过规则 (xn)′ = nxn−1 来定义它的导数, 但这个导数

没有数学分析中实函数导数的几何意义,因此习惯上我们称之为形式微商:

定义 1.4.3. 多项式 f (x) = ∑
k

akxk 的形式微商或者形式导数 (formal derivative)即

f ′(x) = ∑
k

kakxk−1. (1.39)

与通常求导法则一样,我们立刻有

引理 1.4.9. 对于 c ∈ F, f (x),g(x) ∈ F [x],形式微商满足

(1) (c f (x))′ = c f ′(x);

(2) ( f (x)+g(x))′ = f ′(x)+g′(x);

(3) ( f (x)g(x))′ = f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x);

(4) ( f (g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x).

注记. 大家自然期望如微积分中学到的那样, f ′ = 0当且仅当 f 是常多项式,但遗憾的是这个断

言对于一般域是不正确的. 一方面由 f 是常多项式很容易推出 f ′ = 0. 另一方面,若 F 是复数域

的子域,则由 f ′ = 0可得 f 是常多项式,但若 F 是有限域,结论就不成立了,比如 Fp 上的多项

式 xnp的形式微商都等于 0.

形式微商可以用来判别多项式是否有重根.

定理 1.4.10 (重根判别法). 设 f (x)是域上的多项式, f ′(x)是它的形式微商. 设 a是 f (x)的零点.

则 a是 f (x)的单零点当且仅当 a不是 f ′(x)的零点, a是 f (x)的多重零点当且仅当 a是 f ′(x)

的零点. 作为推论,则

( f (x), f ′(x)) = 1 =⇒ f (x)无重根.

证明. 设 f (x)在点 a处的重数为 r ≥ 1,即 f (x) = (x−a)rg(x), g(a) 6= 0. 则

f ′(x) = (x−a)r−1
(

rg(x)+(x−a)g′(x)
)
.

若 r = 1, 则 f ′(a) = g(a) 6= 0, 即 a 不是 f ′(x) 的零点. 若 r > 1, 则 (x− a)r−1 | f ′(x), 所以 a 是

f ′(x)的至少 r−1≥ 1重零点. 故命题得证.

若 f (x)有重根 a,则 x−a是 f (x)和 f ′(x)的公因子,故 ( f , f ′) 6= 1. 推论得证.

例 1.4.5. 有限域 Fp上的多项式 f (x) = xp−x的形式微商是 f ′(x) =−1,故定理 1.4.10再次说明

f (x)无重根.

例 1.4.6. 求证: 有理数域上的不可约多项式在复数域上都没有重根.

证明. 设 p(x)是 Q[x]上的 n次不可约多项式,则 p′(x)一定是 n−1次多项式,故 (p, p′)是 p的

因子且它的次数 < n = deg p. 由于 p(x)次数 < n的因子只能是非零常多项式,故 (p, p′) = 1. 这

说明 p(x)没有重根.
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我们给出形式微商 (求导)的另外一些应用.

例 1.4.7. 求 3次有理多项式 f (x)使得 f (x)+1被 (x−1)2 整除且 f (x)−1被 (x+1)2 整除.

解. 根据条件, f ′(x)的次数等于 2,且 1和 −1均是它的零点,故可令 f ′(x) = c(x2− 1). 我们有

f (x) =
c
3

x3− cx+d. 将 f (1) =−1和 f (−1) = 1代入,则有

c
3
− c+d =−1, − c

3
+ c+d = 1.

解得 c =
3
2

, d = 0. 从而 f (x) =
1
2
(x3−3x).

例 1.4.8 (多项式版本的费马大定理). 设 n≥ 3. 则不存在两两互素的非常值复系数多项式 f ,g,h

使得 f n +gn = hn.

证明. 设 f ,g,h是两两互素的非常值多项式且 f n +gn = hn. 两边求导,就得到

f n−1 f ′+gn−1g′ = hn−1h′.

所以 hnh′ = h′( f n +gn) = h( f n−1 f ′+gn−1g′),故

f n−1( f ′h− f h′) = gn−1(hg′−h′g).

如果 f ′h− f h′ = 0, 那么 ( f
h )
′ = 0, 从而 f (x) = ch(x) 与 h(x) 不互素, 这与已知条件矛盾. 因此

f ′h− f h′ 6= 0. 由于 f n−1 与 gn−1 互素,故 gn−1 | ( f ′h− f h′). 两边取次数就得到

(n−1)deg(g)≤max{deg( f ′h),deg( f h′)}= deg( f )+deg(h)−1.

同理我们有

(n−1)deg( f )≤ deg(g)+deg(h)−1,

(n−1)deg(h)≤ deg( f )+deg(g)−1.

三个不等式左右两边相加,就得到

(n−1)(deg( f )+deg(g)+deg(h))≤ 2(deg( f )+deg(g)+deg(h))−3.

当 n≥ 3时,这是不可能的.

1.4.4 低次多项式的不可约判定

根据多项式的同余理论,若 p(x)是 F [x]上的不可约多项式,则 F [x]/p(x)是域. 这是最常见

的构造域的手段. 因此迅速判定一个多项式是否可约有很重要的理论和实际意义. 对于低次多

项式,我们有下面的结果:

命题 1.4.11.

(1) 多项式因子中次数最低的非常值因子一定是不可约多项式. 特别地, 1次多项式必为不可

约多项式.
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(2) 域上的 2次或者 3次多项式不可约当且仅当它在域上没有零点.

证明. (1) 设 p(x) 是 m(x) 的次数最低的非常值因子. 若 p(x) 可约, 则 p(x) = p1(x)p2(x) 且

0 < deg p1 < deg p. 因为 p1(x)是 p(x)的因子而 p(x)是 m(x)的因子,所以 p1(x)也是 m(x)的因

子. 这与 p(x)次数最低矛盾.

(2)设 f (x)次数为 2或 3. 若 f (x) = g(x)h(x)且 degg≥ 1, degh≥ 1,则 g(x)或 h(x)中必有

一个次数恰好为 1,此时它等于 ax+b (a 6= 0),所以 −a−1b是 f (x)的零点. 另一方面,如果 f (x)

有零点,由余数定理, f (x)必可约.

代数基本定理是代数乃至整个数学中一个基本定理,有着广泛的应用. 它的第一个严格证

明由高斯于 1799年在其哥廷根大学的博士论文中给出. 我们首先给出它的陈述:

定理 1.4.12 (代数基本定理, Fundamental Theorem of Algebra). 任何非常值一元复系数多项式都
有复根.

我们将在本书第四章给代数基本定理一个基于线性代数的证明,其他证明将在后续课程中

给出. 代数基本定理有如下一些等价形式:

定理 1.4.13.

(1) 复系数多项式是不可约多项式当且仅当它是 1次多项式.

(2) 任何次数为 n≥ 1的一元复系数多项式在计入重数意义下都恰好有 n个复根.

(3) 任何非常值复系数多项式在复系数多项式环上有标准因式分解:

f (x) = c ∏
i
(x−λi)

mi , (c 6= 0, λi两两不同). (1.40)

由代数基本定理,我们可以刻画实数域上的不可约多项式:

定理 1.4.14.

(1) 实系数多项式的虚根成对出现,即如果多项式有虚根 a+bi,那么它也必有虚根 a−bi,且

两者的重数相同.

(2) 实系数多项式是不可约多项式当且仅当它是 1次多项式或者形如 ax2 +bx+c (b2−4ac <

0)的 2次多项式.

(3) 任何非常值实系数多项式在实数域上有标准因式分解:

f (x) = c∏
i
(x−λi)

mi ∏
j
(x2 +b jx+ c j)

n j , (1.41)

其中

c 6= 0, λi两两不同, (b j,c j)两两不同且 b2
j −4c j < 0.
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证明. 首先 2次实系数多项式 f (x) = ax2+bx+c在实数域 R上不可约当且仅当它没有实根,这

等价于它的判别式 b2−4ac < 0.

设 f (x)是次数 ≥ 1的实多项式. 若它的根都是实根, f (x)就是 1次多项式的乘积. 若它有

一个虚根 a+ bi,即 f (a+ bi) = 0,则 f (a− bi) = f (a+bi) = 0,这说明 a− bi也是 f (x)的根,且

(x−a+bi)(x−a−bi) = x2−2ax+(a2 +b2)作为复多项式是 f (x)的因子,故作为实多项式也是

f (x)的因子,因此 f (x) = (x2−2ax+a2+b2)g(x), g(x)是实多项式且 degg = deg f −2. 对次数做

归纳就说明任何实多项式都是 1次和 2次不可约多项式的乘积. 这样就同时得到 (1), (2)和 (3)

的正确性.

例 1.4.9. 在实数域内分解多项式 x4 +1.

解. 由配方法,即得

x4 +1 = x4 +2x2 +1−2x2

= (x2 +1)2− (
√

2x)2

=
(

x2 +
√

2x+1
)(

x2−
√

2x+1
)
.

例 1.4.10. 在实数域及有理数域上分解多项式 f (x) = x4 + x3 + x2 + x+1.

解. 在 R上,我们有

f (x) = (x4 + x2 +1)+(x2 +1)x

= (x2 +1)2 +(x2 +1)x− x2

=

(
x2 +1+

1
2

x
)2

− 5
4

x2

=

(
x2 +

1+
√

5
2

x+1

)(
x2 +

1−
√

5
2

x+1

)
.

在 Q上,假设 f (x) = f1(x) f2(x),其中 f1(x)和 f2(x)首一且次数均大于 1. 则在 R上,这个分解

依然成立. 这说明 f1(x), f2(x)是上述分解中的两个多项式,矛盾! 故 f (x)在 Q上不可约.

例 1.4.11. 在 C上求 (x+1)n +(x−1)n的因式分解.

解. 令 (x+1)n +(x−1)n = 0,得
( x+1

x−1

)n
=−1. 注意到 xn =−1的所有根就是所有不是 n次单位

根的 2n次单位根,即

ωk = ζ 2k+1
2n = cos

(2k+1)π
n

+ isin
(2k+1)π

n
, 0≤ k ≤ n−1.

求解 x+1
x−1 = ωk,得 x = ωk+1

ωk−1 . 当 k = 0, · · · ,n−1时,就得到 (x+1)n +(x−1)n的所有 n个根,又由

于多项式的首项系数是 2,故

(x+1)n +(x−1)n = 2
n−1

∏
k=0

(
x− ωk +1

ωk−1

)
= 2

n−1

∏
k=0

(
x+ icot

(2k+1)π
2n

)
.

例 1.4.12. 设实系数多项式 f (x)对任意 x ∈ R取值非负. 证明: 存在实系数多项式 ϕ(x),ψ(x)使

得 f (x) = ϕ 2(x)+ψ2(x).
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证明. 考虑实系数多项式的标准分解(1.41). 若 f (x)是零多项式,结论显然成立. 否则, LC( f ) =

c 6= 0. 由 lim
x→+∞

f (x)
xn = c≥ 0知 c > 0. 对于 f (x)的任意实根 λi,在 x = λi左右 x−λi变号而标准分

解式其它不可约因式则不变号,故 f (x)非负说明mi均是偶数.再由于 x2+b jx+c j (b2
j−4c j < 0)

总是实多项式的平方和,这样我们知道 f (x)是有限个平方和之积. 我们只需要使用恒等式

(a2 +b2)(c2 +d2) = (ac−bd)2 +(ad +bc)2

即得欲证.

例 1.4.13. 求证:
n−1
∏

k=1
sin kπ

n = n
2n−1 .

证明. 在等式

xn−1 + xn−2 + . . .+ x+1 =
xn−1
x−1

= (x−ζn)(x−ζ 2
n ) . . .(x−ζ n−1

n )

中取 x = 1,则有
n−1

∏
k=1

(
1−ζ k

n

)
= n.

等式两边作为复数取模,就转化为等式

n−1

∏
k=1

√(
1− cos

2kπ
n

)2

+

(
sin

2kπ
n

)2

=
n−1

∏
k=1

√
2−2cos

2kπ
n

= n.

利用恒等式 cos2θ = 1−2sin2 θ ,即得
n−1

∏
k=1

2sin
kπ
n

= n.

习题 1.4

习题 1. 设 f (x)是实系数多项式, a ∈ R. 试决定 a作为下述多项式零点的重数:

(1) f (x)− f (a)− f ′(a)(x−a)− f ′′(a)
2 (x−a)2;

(2) f (x)− f (a)− x−a
2

( f ′(x)+ f ′(a)).

习题 2. 设 f (x)是首一 3次实多项式, i是它的一个根且 f (0) = 3. 求 f (x).

习题 3. 证明实系数多项式 f (x) =
n
∑

k=0

xk

k!
没有重根.

习题 4. 证明 1是有理系数多项式 x2n−nxn+1 +nxn−1−1的 3重零点,其中 n≥ 2.

习题 5. 确定 F2[x]与 F3[x]中所有 2次及 3次的首项系数为 1的不可约多项式.

习题 6. 设实系数多项式 f (x) = x3+3x−1的三个复根为 x1,x2和 x3. 试求三次首一多项式 g(x),

它的三个复根为 x2
1,x

2
2 和 x2

3.

习题 7. 设直线 y = ax+b交曲线 y2 = x3 + cx+d 于两点 (x1,y1), (x2,y2),试用 x1,y1,x2,y2 表示

a, b, c和 d.

习题 8. 设 f (x) ∈ Fp[x], deg f = p−2. 若对所有 α ∈ Fp (α 6= 0)有 f (α) = α−1,试确定 f (x).

习题 9. 在复数域 C和实数域 R上给出有理真分式的标准部分分式和.
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1.5 整系数多项式

记所有整系数多项式的集合为 Z[x], 它对于有理数多项式的加法和乘法运算封闭, 也就是

说它是一个交换环,称为整系数多项式环. 我们可以模仿域的情形给出整系数多项式整除和因

子等概念的定义.

我们来看一下有理数域上多项式与整数环上多项式的不同之处:

• 整除关系. 令 f (x) = 2x+1, g(x) = 4x+2,我们有

g(x) = 2 f (x), f (x) =
1
2

g(x).

在 Q[x]中, f (x)与 g(x)互为因子,但在 Z[x]中, f (x)是 g(x)的因子而 g(x)不是 f (x)的因

子.

• 带余除法. 令 f (x) = x2, g(x) = 2x+1,则

x2 = (
1
2

x− 1
4
)(2x+1)+

1
4
.

这是 Q[x]中的带余除法,其中 q(x) = 1
2 x− 1

4 , r(x) = 1
4 . 但在 Z[x]中不可能存在 q(x),r(x) ∈

Z[x],使得
x2 = q(x)(2x+1)+ r(x), degr < 1.

事实上,对于任意 q(x)∈Z[x], q(x)(2x+1)的首项系数都是偶数,因此多项式 x2−q(x)(2x+

1)的次数一定 ≥ 2.

• Bezout等式. 在 Z[x]中考虑多项式 2和 x,若 a(x)是它们的公因子,则

2 = a(x)b(x), x = a(x)c(x),

其中 b(x),c(x) ∈ Z[x]. 由前一个等式知, dega = degb = 0,故 a =±2或 ±1. 再由第二个等

式,通过比较首项系数即知 a =±1. 这说明 1可以说是 2与 x的最大公因子,但不存在整

系数多项式 u(x)和 v(x),使得 1 = 2u(x)+ xv(x),这是因为等式左边的常数项 = 1而右边

的常数项是偶数.

正是由于有上述这些不同,对于 Z[x]中的多项式,需要有进一步的考量.

定理 1.5.1 (带余除法). 若 g(x) ∈ Z[x] 是首一多项式, 则对于任何 f (x) ∈ Z[x], 存在唯一的 q(x)

与 r(x) ∈ Z[x],使得
f (x) = q(x)g(x)+ r(x), degr < degg. (1.42)

证明. 唯一性的证明与域上多项式的情形是一样的. 对于存在性,令

I = { f (x)−a(x)g(x) | a(x) ∈ Z[x]}.

设 r(x) ∈ I 且次数最低. 若 degr ⩾ degg,在域上多项式证明中,我们是令

r1(x) = r(x)− r(x)的首项系数
g(x)的首项系数

·g(x) · xdegr−degg. (1.43)

此时有 degr1 < degr,且 r1(x) ∈ I. 在目前情形,由于 g(x)的首项系数是 1, (1.43)得到的是整系

数多项式,即 r1(x) ∈ I 且 degr1 < degr,同样得到矛盾.
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在前一节,我们知道判断多项式是否可约是十分重要的. 对于整系数多项式 f (x),我们可以

将它看作有理系数多项式来讨论可约性,也可以考虑它作为整系数多项式的可约性. 这两者之

间有着紧密联系但又存在不小的区别. 我们首先给出 Z[x]上不可约多项式的定义.

定义 1.5.1. 整系数多项式 f (x) 6= 0, ±1称为在 Z上不可约 (或者说 f (x)在 Z[x]中不可约),是

指若存在整系数多项式 g(x)和 h(x)使得 f (x) = g(x)h(x),则 g(x)与 h(x)中必有一个等于 ±1,

也就是说 f 只有非平凡因子 ±1和 ± f .

注记. 注意到 Z[x]中的单位,即乘法可逆元集合即 {1,−1}. 上述定义稍作推广即得到一般环上
不可约元的概念: 环 R中的非零元 a称为不可约元是指 a不是 R中的单位, 且若存在 b,c ∈ R

使得 a = bc,则 b或者 c中必有一个是单位.

设 f (x) ∈ Z[x], n = deg( f ). 我们讨论 f (x)作为整系数和有理系数多项式的 (不)可约性.

首先考虑 n = 0即 f (x)是非零常值多项式的情形. 此时 f 是有理系数多项式环里的单位,

而它作为整系数多项式不可约当且仅当 | f |= p是素数,即 f =±p.

其次考虑 n > 0的情形. 若 f (x)在 Q[x]中不可约,则 f (x)没有次数在区间 (1,n)里的有理

多项式因子, 也就没有次数在 (1,n)里的整系数多项式因子. 若此时 f (x)在 Z[x]可约, 则必有

f (x) = m f1(x) (m ∈ Z\{0,±1}),这说明 f (x)的系数均被 m整除. 因此若 f (x)在 Q[x]中不可约,

则要么 f (x)在 Z[x]中不可约,要么 f (x)系数的最大公因子大于 1. 由此我们引入定义:

定义 1.5.2. 若非常值整系数多项式的系数没有公共素因子, 即它们的最大公因子是 1, 则称此

多项式为本原多项式 (primitive polynomial).

根据定义,若 f (x)是本原多项式且在Q[x]中不可约,则 f (x)在 Z[x]中不可约. 反过来, Z[x]
中的非常值不可约多项式显然是本原多项式. 我们证明它在 Q[x]中不可约. 为此,我们需要研

究本原多项式的进一步性质.

命题 1.5.2. 两个本原多项式的乘积还是本原多项式.

我们需要一个引理:

引理 1.5.3. 设 p为素数. 记 ā ∈ Fp是整数 a的模 p同余类. 对于整系数多项式 f (x) =
n
∑

i=0
aixi,令

f̄ (x) :=
n

∑
i=0

āixi ∈ Fp[x].

则对于任意整系数多项式 f 与 g,均有

f +g = f̄ + ḡ, f g = f̄ · ḡ. (1.44)

故若 f̄ (x)不可约且 p ∤ an,则 f (x)也不可约.

证明. 公式(1.44)由验算即得.注意到 p ∤ an当且仅当 deg f̄ (x) = deg f (x).若此时 f (x) = g(x)h(x)

可约,则 degg = deg ḡ, degh = deg h̄. 从而 ḡ和 h̄均不是单位,故 f̄ = ḡh̄可约. 这与已知条件矛

盾.
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命题 1.5.2的证明. 设 f (x) =
n
∑

i=0
aixi和 g(x) =

m
∑
j=0

b jx j 为两个本原多项式. 记

f (x) ·g(x) =
n+m

∑
k=0

ckxk.

若 f (x)g(x)不是本原多项式,则存在素数 p是 ck (0 ≤ k ≤ n+m)的公共因子. 模 p即得 f̄ (x) ·
ḡ(x) = 0 ∈ Fp[x]. 由 Fp[x]是整环知 f̄ (x) = 0或 ḡ(x) = 0,这说明 p要么是 f (x)系数的公因子,要

么是 g(x)系数的公因子,与 f 和 g均是本原多项式矛盾.

引理 1.5.4. 任何非常值多项式 a(x) ∈Q[x]均可以唯一分解为

a(x) = c(a)a∗(x) (1.45)

的形式,其中 c(a) ∈Q×, a∗(x) ∈ Z[x]是首项系数为正的本原多项式.

注记. 上式中的 c = c(a)称为 a(x)的容度 (content).

容易看出,若 a(x) ∈ Z[x],则 |c|是 a(x)系数的最大公因子,因此 c一定是整数. 特别地, a(x)

是本原多项式当且仅当 c(a) =±1.

证明. 取正整数N足够大,使得 (±N)a(x)=
n
∑

i=0
αixi ∈Z[x].令 α是所有 αi的最大公因子, a∗(x)=

±Na(x)
α . 则

a(x) =
α
±N

a∗(x) = ca∗(x), (1.46)

其中 a∗(x) ∈ Z[x]是本原多项式. 我们取 N 或 −N 使得 a∗(x)的首项系数为正,故 a(x)有 (1.45)

的形式.

另一方面,如果

a(x) = c1a∗1(x) = c2a∗2(x), c1,c2 ∈Q,

我们可以通分后假设 c1和 c2是互素的整数. 由于 a∗1(x)与 a∗2(x)均是本原多项式,故 c1与 c2均

为±1.又由于 a∗1(x)与 a∗2(x)首项系数都为正,故 c1,c2同正负,从而 c1 = c2且 a∗1(x) = a∗2(x).

有了这些准备工作, 我们接下来证明整系数多项式理论的核心结果: 高斯引理, 它说明 Z
上不可约非常值多项式一定在 Q上也不可约.

定理 1.5.5 (高斯引理). 若非常值整系数多项式 f (x)在 Q[x]中可约,则 f (x)在 Z[x]中可约. 更

精确地说,若

f (x) = g(x)h(x) (0 < degg < deg f , g(x), h(x) ∈Q[x]),

则存在 c ∈ Q×, 使得 g1(x) = cg(x)和 h1(x) = c−1h(x)都是整系数多项式, 即 f (x) = g1(x)h1(x)

是 f (x)在 Z[x]中的真分解.

证明. 设 f (x) = g(x)h(x) ∈Q[x]. 将它们都写为(1.45)的形式

f (x) = c( f ) f ∗(x), g(x) = c(g)g∗(x), h(x) = c(h)h∗(x),

则

f (x) = c( f ) f ∗(x) = c(g)c(h)g∗(x)h∗(x).
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由于 g∗(x)h∗(x)为本原多项式,且首项为正,故等于 f ∗(x),所以

c( f ) = c(g)c(h). (1.47)

从而

f (x) = g∗(x) · (c( f )h∗(x)).

由于 g∗(x),h∗(x) ∈ Z[x]而 c( f ) ∈ Z,故高斯引理得证.

我们给出高斯引理的一些应用. 首先总结前面的论述,我们有

命题 1.5.6. Z[x]中的不可约多项式必为下列两种情形之一:

(1) 常值多项式 ±p,其中 p是素数;

(2) 本原多项式且是 Q[x]中的不可约多项式.

推论 1.5.7. 设 f (x)是本原整系数多项式, g(x) ∈Q[x]. 若乘积 f (x)g(x) ∈ Z[x],则 g(x) ∈ Z[x]. 更
一步地,若 f (x)g(x)是本原多项式,则 g(x)也是.

证明. 由 c( f g) = c( f )c(g) = ±c(g) 而 c( f g) ∈ Z 知 c(g) ∈ Z. 故 g(x) = c(g)g∗(x) ∈ Z[x], 其中
g∗(x)是本原多项式. 若 f (x)g(x)本原,则 c(g) =±c( f g) =±1,故 g(x)本原.

推论 1.5.8. 设 f (x) ∈ Z[x], f (x) 6= 0. 则 f (x) = c( f )g1(x)g2(x) · · ·gs(x),其中 gi(x)是首项系数为

正的 Z上的不可约本原多项式,则不计顺序的情况下该分解唯一.

证明. 先证存在性. 将 f (x)在 Q[x]中分解,设 f (x) = a0 f1(x) · · · fs(x),其中 fi(x)是 Q上的首一
不可约多项式. 故

f (x) = c( f ) f ∗(x) = a0c( f1) · · ·c( fs) f ∗1 (x) · · · f ∗s (x)

由引理 1.5.4, a0c( f1) · · ·c( fs) = c( f ), f (x) = c( f ) f ∗1 (x) · · · f ∗s (x),其中 f ∗i (x)是首项系数为正的不

可约本原多项式.

下证唯一性. 若 f (x) = c( f ) f1(x) · · · fs(x) = c( f )g1(x) · · ·gt(x),由它在 Q上分解的唯一性可
知 s = t 且经排列后 fi(x) = cigi(x)对于 i = 1, · · · ,s成立. 由 fi(x), gi(x)均是首项系数为正的本

原多项式可知 ci = 1即 fi(x) = gi(x).

下面命题给出整系数多项式的有理根满足的一个必要条件:

命题 1.5.9. 设 f (x) = anxn + · · ·+ a0 ∈ Z[x]为 n次多项式 (n ≥ 1). 如果 p/q (p,q互素)是 f (x)

的一个有理根,那么 p | a0 且 q | an.

证法 1. 若 p/q (p,q互素)是 f (x)的一个有理根,则 qx− p为本原多项式且在 Z[x]中, (qx− p) |
f (x). 令其商 g(x) = bn−1xn−1 + · · ·+ b0. 比较 f (x) = (qx− p)g(x) 的首项和常数项系数, 即有

an = bn−1q, a0 =−pb0. 故命题得证.
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证法 2. 若 p/q (p,q互素)是 f (x)的一个有理根,对等式

f
(

p
q

)
= an

(
p
q

)n

+ · · ·+a1

(
p
q

)
+a0 = 0,

两边同乘以 qn,得

an pn +an−1 pn−1q+ · · ·+a1 pqn−1 +a0qn = 0.

所以 an pn =−q(an−1 pn−1 + · · ·+a0qn−1)是 q的倍数,又由于 p,q互素,故 q | an. 同理 p | a0.

例 1.5.1. 设 f (x) = 3x3 + x+7. 证明 f (x)是有理数域上的不可约多项式.

证明. 由于 f (x)是 3次多项式,根据命题 1.4.11,只需要证明 f (x)没有有理根. 若不然,设 f (x)

有有理根 p/q. 由上述命题即知 p/q = ±1, ±1/3, ±7或 ±7/3. 检查这 8种情况知它们都不是

f (x)的根. 故 f (x)没有有理根.

高斯引理说明本原整系数多项式的不可约性在 Z[x]中与 Q[x]中是一样的, 那么是否有办

法来判断呢? 引理 1.5.3告诉我们:

定理 1.5.10 (Eisenstein判别法). 设 f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a0 ∈ Z[x]. 若存在素数 p使得

p ∤ an, p | ai (0 ⩽ i ⩽ n−1)且 p2 ∤ a0成立,则 f (x)在 Q[x]中不可约.

证明. 我们用反证法. 如果 f (x)可约,那么 f (x) = g(x)h(x), g(x),h(x) ∈ Z[x]且 0 < degg < n,故

f̄ (x) = ānxn = ḡ(x)h̄(x) ∈ Fp[x],

所以 ḡ(x) = b̄xm, h̄(x) = c̄xn−m, 0 < m < n,故 p | b0, p | c0. 这说明 p2 | b0c0 = a0,与已知条件矛

盾.

例 1.5.2. 由 Eisenstein判别法,取 p = 2,即知多项式 f (x) = x4 +2x+6在 Q[x]中不可约.

定义 1.5.3. 设 n是正整数, ζn = exp(2πi
n ). n次分圆多项式 Φn(x)是零点集为本原 n次单位根集

的首一复系数多项式

Φn(x) =
n

∏
k=1,

(k,n)=1

(x−ζ k
n ). (1.48)

特别地,

Φ1(x) = x−1, Φ2(x) = x+1, Φp(x) =
xp−1
x−1

= 1+ x+ · · ·+ xp−1.

例 1.5.3. 证明: Φp(x)是 Z[x]上不可约多项式.

证明. 由于

Φp(x+1) =
(x+1)p−1

x
= xp−1 +

p−1

∑
k=1

(
p
k

)
xk−1,

且对于 1≤ k≤ p−1均有 p |
(p

k

)
,而 p2 ∤ p,根据 Eisenstein判别法 Φp(x+1)不可约,因此 Φp(x)

也不可约.

例 1.5.4. 证明: 分圆多项式 Φn(x)是整系数本原多项式且

xn−1 = ∏
1≤d |n

Φd(x). (1.49)
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证明. 等式(1.49)左右都是首一复系数多项式,且零点集均是 {ζ k
n | 0≤ k < n},根据韦达定理,它

们一定相等.

接下来, 我们对 n 做归纳来证明 Φn(x) 是整系数多项式. 当 n = 1 时这是显然的. 对于一

般情况,整系数多项式 ∏1≤d<n,d|n Φd(x)是 xn−1的因子,故商 Φn(x)也一定是 xn−1的有理系

数因子 (参考引理 1.2.4). 由于 xn− 1和 ∏1≤d<n,d|n Φd(x)首一,因此都是本原多项式,根据推论

1.5.7, Φn(x)是整系数本原多项式.

注记. 事实上可以证明 Φn(x) 作为整系数多项式是不可约的, 从而 (1.49) 给出了多项式 xn− 1

在 Q[x]中的因式分解.

例 1.5.5. 求满足条件的三角形,其任意两边长度之比是有理数,且任意角均为有理数乘以 π .

解. 设此三角形为 4ABC, A,B,C 对应的边分别为 a,b,c. 由余弦定理, cosA = b2+c2−a2

2bc . 由于任

意两边长度之比是有理数,故 cosA是有理数. 同理 cosB和 cosC也是有理数.

设 A= pπ
q ,其中 p,q∈Z+.令 n= 2q, ω = cosA+ isinA.则ωn = 1.故 g(x) = (x−ω)(x−ω̄) =

x2−2xcosA+1是 xn−1的因子.令 2cosA = t
s ,(s, t) = 1. 则 sg(x) = sx2− tx+ s ∈ Z[x]是 xn−1

的因式. 记 xn− 1 = sg(x)q(x),q(x) ∈ Z[x]. 比较两边的首项系数知 s = ±1,从而 t = 2cosA ∈ Z,

故得 cosA = 0,±1
2 . 同理 cosB,cosC = 0或者 ± 1

2 . 这说明 A = B =C = π
3 ,即该三角形是等边三

角形.

习题 1.5

习题 1. 设 f (x) ∈ Z[x],且 f (0)≡ f (1)≡ 1 mod 2. 证明: f (x)没有整数根.

习题 2. 对于 n ∈ Z,证明 xn + x−n 是关于 x+ x−1的整系数多项式.

习题 3. 分别在有理数、实数和复数范围内对下述多项式分解因式:

(1) x4 +4; (2) x3 +2x−3;

(3) x3−6x2 +15x−14.

习题 4. 设 p(x) ∈ Z[x]是本原的不可约多项式,证明: 对 f (x),g(x) ∈ Z[x],若 p(x) | f (x)g(x),则

p(x) | f (x)或 p(x) | g(x).

习题 5. 证明下述多项式在 Q[x]中不可约:

(1) x4 +3x+5; (2) x5 +4x4 +2x3 +6x2− x+5.

习题 6. 设 α = 3
√

2. 试求一个次数为 3的首一整系数多项式 f (x),使得 f (α2 +α) = 0.

习题 7. 设 n > 1是正整数. 证明: 若 xn−1 + · · ·+ x+1在 Q[x]中不可约,则 n必是素数.

习题 8. 设 a1, · · · ,an是互不相同的整数,证明: (x−a1) · · ·(x−an)−1在 Q[x]中不可约.
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1.6 多元多项式

将一元多项式的概念推广,就得到多元多项式. 系数在域 F 上以 x1, · · · ,xn 作为变量的 n元

多项式即

f (x1, · · · ,xn) = ∑
i1,··· ,in≥0

ci1,··· ,inxi1
1 · · ·x

in
n ,

其中 ci1,··· ,in ∈ F 且其中只有有限多个非零.

设 α = (i1, · · · , in) ∈ Nn,记

|α|= i1 + · · ·+ in, Xα = xi1
1 · · ·x

in
n .

形如 cαXα 的多项式称为单项式 (monomial),它的次数定义为 |α|. 这样任意 n元多项式是有限

多个单项式的和:

f (X) = f (x1, · · · ,xn) = ∑
α∈M

cαXα .

多项式的 (总)次数定义为

deg f = max
α∈M
{|α|}= max{i1 + i2 + · · ·+ in | ci1,··· ,in 6= 0}.

这里零多项式的次数还是定义为 −∞. 若多项式 f (x1, · · · ,xn) 的所有非零单项式的次数都是 d

次,则称 f (x1, · · · ,xd)是 d 次齐次多项式 (homogenous polynomial),此时

f (λx1, · · · ,λxn) = λ d f (x1, · · · ,xn).

域 F 上的 n元多项式集合记为 F [x1, · · · ,xn]. 和一元多项式情形一样,容易证明它是整环.

对于一元多项式,我们以次数大小对它所有单项式排序

1 < x < x2 < · · ·< xn < · · · ,

由此就得到多项式的带余除法,从而演绎出一元多项式理论. 对于多元多项式,如何对它的单项

式排序? 它上面的带余除法是什么样子? 这些问题的回答对于交换代数、代数几何、计算代数

等有着十分重要的意义.

考虑集合 Nn 和单项式集合M = {Xα : α ∈ Nn},两者之间的一一对应给出他们上面定义
的序关系的一一对应:

α > β ⇐⇒ Xα > Xβ .

本节我们以此对应等同这两个集合上的序关系.

定义 1.6.1. 多项式环 F [x1, · · · ,xn]上的单项式序 (monomial order), 是指 Nn 或者M 上的良序

> (即非空子集均有最小元的偏序),使得

α > β ⇒ α + γ > β + γ 对任意 γ 成立.

字典序和分级字典序是两种常见的单项式序.
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定义 1.6.2. 集合 Nn和M 上的字典序 (lexicographic order)是指序关系 >lex:

Xα >lex Xβ ⇐⇒ α >lex β ⇐⇒ α−β 最左边的非零元为正.

它们上面的分级字典序 (graded lexicographic order) 或者叫次数-字典序 ( degree-lexicographic

order)是指序关系 >grlex:

Xα >grlex Xβ ⇐⇒ α >grlex β ⇐⇒ |α|> |β | 或 |α|= |β |且 α >lex β .

例 1.6.1. 我们有
(1) (1,2,0)>lex (0,3,4)故 xy2 >lex y3z4, (3,2,4)>lex (3,2,1)故 x3y2z4 >lex x3y2z.

(2) (1,2,3)>grlex (3,2,0), (1,2,4)>grlex (1,1,5).

例 1.6.2. 将多项式 f = 4xy2z+4z2−5x3 +7x2z2的项以序关系从高到低排序.

(1) 在字典序下 f =−5x3 +7x2z2 +4xy2z+4z2.

(2) 在分级字典序下 f = 4x2yz+7x2z2−5x3 +4z2.

定义 1.6.3. 给定多项式环 F [x1, . . . ,xn] 上一个单项式序 >. 对于多项式 f = ∑
α∈M

cαXα , 其中

cα 6= 0,称 f 在此序下的次数 Deg( f ) = max
α∈M

α ,并称

LC( f ) = cDeg( f ), LM( f ) = XDeg( f ), LT( f ) = LC( f )LM( f )

为 f 在此序下的首项系数,首单项式和首项.

例 1.6.3. 对于多项式 f = 4xy2z+4z2−5x3 +7x2z2,在字典序下,

Deg( f ) = (3,0,0), LC( f ) =−5, LM( f ) = x3, LT( f ) =−5x3.

下面的命题是显然的:

命题 1.6.1. 对于多项式 f ,g ∈ F [x1, · · · ,xn],总有

(1) Deg( f g) = Deg( f )+Deg(g),

(2) Deg( f +g)≤max(Deg( f ),Deg(g)) .

定理 1.6.2 (多元多项式环上的带余除法). 给定 F [x1, · · · ,xn] 上的单项式序 >. 设 ( f1, · · · , fs) ∈
F [x1, · · · ,xn]

s. 则对于 f ∈ F [x1,x2, . . . ,xn],存在多项式 a1, · · · ,as和 r,使得

f = a1 f1 + . . .+as fs + r,

并且 r的每个单项均不被 LT( fi)整除, Deg( f )≥ Deg(ai fi)对于任意 1≤ i≤ s成立.

证明. 我们采用如下算法:

输入 f (X) = ∑
β

cβ Xβ , G = [ f1, · · · , fs].

输出 r, a1, · · · ,as.



1.6 多元多项式 37

(1) 设 r = f , ai = 0.

(2) 若存在 i使得 r 某项被 LT( fi)整除,则找到最小的 i使得 LT( fi) | cβ Xβ 对 r(X)某单项式

成立. 令

r := r−
cβ Xβ

LT( fi)
fi,

ai := ai +
cβ Xβ

LT( fi)
, a j := a j, 如 j 6= i.

然后循环.

我们须证明上述算法一定会在有限步内终止. 对于

f (X) = cαXα + cβ Xβ + cγX γ + · · · , 其中 cα · · · 6= 0, 且 α > β > γ > · · · ,

记 W ( f ) = αβγ · · · , 它是以 Nn 为字母表的一个字. 令 W (Nn) 是以 Nn 为字母表的字的集合,

并采用字典序 ≤lex. 则 ≤lex 是 W (Nn) 的一个良序. 如 r(X) 中有非零项 cβ Xβ , 使得 LT( fi) |

cβ Xβ . 我们有 W (r) > W
(
r− cβ Xβ

LT( fi)
fi
)
. 故每经过一次循环 W (r) 必降低. 如得到的 W (r) <

min
1≤i≤s
{W (LT( fi))}, 则 r 的每项不被 LT( fi) 整除. 而从 W ( f ) 到 min

1≤i≤s
{W (LT( fi))} 之间只有有

限步.

由算法给出的 r 的每项自然不被 LT( fi) 整除, 而每个 ai 是形如
cβ Xβ

LT( fi)
的单项式之和. 故

Deg( f )≥ Deg(aigi).

注记. 上述定理在计算交换代数和代数几何中将被用来引出 Gröbner基的概念,它在应用领域

极其重要.

例 1.6.4. 设在多项式环 F [x,y,z] 中 x > y > z 并采用分级字典序. 设 f (x,y,z) = x2y2 + xy, f1 =

y2 + z2, f2 = x2y+ yz, f3 = z3 + xy. 则对于 ( f1, f2, f3), r =−x2z2 + xy;而对于 ( f2, f1, f3), r = 0. 这

说明 fi的次序与余数 r相关.

例 1.6.5. 在 Q及 C上分解 f (x,y,z) = x3 + y3 + z3−3xyz.

解. 将 f 看成是 x的多项式,则

f (−y− z) = (−y− z)3 + y3 + z3−3(−y+ z)yz = 0.

即 x+ y+ z | f . 同理, f (−ζ3y−ζ 2
3 z) = f (−ζ 2

3 y−ζ3z) = 0. 这样就得到 f (x,y,z)在 C上的分解:

f (x,y,z) = (x+ y+ z)(x+ζ3y+ζ 2
3 z)(x+ζ 2

3 y+ζ3z).

它在 Q上的分解即

f (x,y,z) = (x+ y+ z)(x2 + y2 + z2− xy− yz− xz).

下面我们介绍一类特殊的多元多项式: 对称多项式.
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定义 1.6.4. n元多项式 f (x1, · · · ,xn)称为对称多项式 (symmetric polynomial)是指其对 {1, · · · ,n}
的任何排列 i1i2 · · · in,均有等式

f (xi1 , · · · ,xin) = f (x1, · · · ,xn). (1.50)

例 1.6.6. 对于 k ∈ N, pk(x1, · · · ,xn) = xk
1 + · · ·+ xk

n 是对称多项式.

例 1.6.7. 将关于 x的多项式 f (x) = (x− x1)(x− x2) · · ·(x− xn)展开,得到

f (x) = xn− s1xn−1 + s2xn−2 + · · ·+(−1)nsn.

根据韦达定理就得到

s1 = x1 + x2 + · · ·+ xn, (1.51)

s2 = ∑
1⩽i< j⩽n

xix j, (1.52)

· · ·

sk = ∑
1⩽i1<i2<···<ik⩽n

xi1xi2 · · ·xik , (1.53)

· · ·

sn = x1 · · ·xn. (1.54)

多项式 sk(x1, · · · ,xn) (k = 1, · · · ,n)是 n元 k次齐次对称多项式,称为 x1, · · · ,xn 的第 k个初等对

称多项式 (elementary symmetric polynomial).

定理 1.6.3. 对称多项式均是初等对称多项式的多项式,即对于任意 n元对称多项式 f (x1, · · · ,xn),

存在 n元多项式 g,使得

f (x1, · · · ,xn) = g(s1, · · · ,sn). (1.55)

例 1.6.8. 对于 n = 3,

p2(x1,x2,x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3

= (x1 + x2 + x3)
2−2(x1x2 + x2x3 + x3x1)

= s2
1−2s2.

定理 1.6.3的证明. 不妨设 f 是 d次齐次多项式. 按字典序设 f 的首项 LT( f ) = axk1
1 · · ·xkn

n . 我们

断言 k1 ≥ k2 ≥ ·· · ≥ kn. 不然,设 i < j 且 ki < k j. 则 axk j
i · · ·x

ki
j · · · 也是 f 中的一个单项,但显然

(k1, · · · ,k j, · · · ,ki)> (k1, · · · ,ki, · · · ,k j),与 axk1
1 · · ·xkn

n 为 f 的首项矛盾!

令

f1(x1,x2, · · · ,xn) = f (x1,x2, · · · ,xn)−ask1−k2
1 sk2−k3

2 · · ·skn−1−kn
n−1 skn

n .

则 f1 仍然是 d 次对称多项式 (若 f1 6= 0)且 LM( f1)< LM( f ). 对 f1 重复上述过程,由于只有有

限多个 d 次单项式,循环在有限步内一定终止. 这样就将 f 表示成了 s1, · · · ,sn 的多项式.

注记. 上述定理的证明是构造性的,它给出了求多项式 g的算法:



1.6 多元多项式 39

(1) 将 f 写为 j次齐次多项式 f j 的和: f = ∑ j f j.

(2) 设 LT( f j) = axk1
1 · · ·xkn

n . 求得所有 j次单项式 xl1
1 · · ·xln

n ,使得 l1 ≥ l2 · · · ≥ ln 且 (k1, · · · ,kn)>

(l1, · · · , ln). 则

f j = ask1−k2
1 sk2−k3

2 · · ·skn−1−kn
n−1 skn

n + ∑
(l1,··· ,ln)

cls
l1−l2
1 sl2−l3

2 · · ·sln−1−ln
n−1 sln

n . (1.56)

(3) 对 xi取具体值来确定常数 cl ,从而得到 g j 和 g.

例 1.6.9. 设 x1,x2,x3是方程 x3 +ax+b = 0的三个根. 求 x3
1 + x3

2 + x3
3.

解. 注意到对称多项式 p3 = x3
1 + x3

2 + x3
3 是 3次齐次式,字典序下 LT(p3) = x3

1. 符合递降条件且

比 x3
1 小的单项式只有 x2

1x2 和 x1x2x3,故

p3 = s3
1 + c2s1s2 + c3s3, 其中c2,c3 是常数.

现在若 x1,x2,x3 是方程 x3 + ax+ b = 0 的三个根, 则由韦达定理, s1 = x1 + x2 + x3 = 0, s2 = a,

s3 =−b. 故

x3
1 + x3

2 + x3
3 =−c3b.

我们只要确定 c3 的值即可, 这可以通过取特殊的 a 与 b 来确定. 比如, 取 a = 0, b = 1, 则

x3
1 = x3

2 = x3
3 =−1,故 x3

1 + x3
2 + x3

3 =−3 =−c3,即 c3 = 3. 所以

x3
1 + x3

2 + x3
3 = 3s3 =−3b.

例 1.6.10. 将 n元多项式

f (x1, · · · ,xn) = ∑
1≤i< j<k≤n

(
x2

i x2
jxk + x2

i x jx2
k + xix2

jx
2
k
)

表示为 s1, · · · ,sn 的多项式.

解. 由于 f 是 5 次齐次多项式, 在字典序下其首项为 x2
1x2

2x3. 符合递降条件且比 x2
1x2

2x3 小的 5

次单项式有 x2
1x2x3x4和 x1x2x3x4x5. 因此

f (x1,x2, · · · ,xn) = s2s3 +As1s4 +Bs5.

取 x1 = · · · = x4 = 1, x5 = · · · = xn = 0. 则 s1 = 4, s2 = 6, s3 = 4, s4 = 5, s5 = 0, f = 12. 由

12 = 24+4A得 A =−3. 取 x1 = · · ·= x5 = 1, x6 = · · ·= xn = 0. 则 s1 = 5, s2 = 10, s3 = 10, s4 = 5,

s5 = 1, f = 30. 由 30 = 100−3×25+B得 B = 5. 故 f = s2s3−3s1s4 +5s5.

定理 1.6.4. 若 f (s1, · · · ,sn) = 0,则 f 是零多项式.

证明. 我们用反证法. 若不然,设 n是最小的正整数使得存在非零 n元多项式 g(x1, · · · ,xn)满足

条件 g(s1, · · · ,sn) = 0. 设 f (x1, · · · ,xn)是所有满足此条件的 n元非零多项式 g中次数最低者. 记

f (x1, · · · ,xn) = f0(x1, · · · ,xn−1)+ · · ·+ fd(x1, · · · ,xn−1)xd
n . (1.57)
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我们断言 f0 6= 0. 事实上, 如果 f0 = 0, 则 f (x1, · · · ,xn) = xnψ(x1, · · · ,xn), 故 snψ(s1, · · · ,sn) = 0,

所以 ψ(s1, · · · ,sn) = 0,而 ψ 的次数小于 f 的次数,与 f 的最小性矛盾.

在 (1.57)中令 xi = si,则

0 = f0(s1, · · · ,sn−1)+ · · ·+ fd(s1, · · · ,sn−1)sd
n .

这是 F [x1, · · · ,xn]中的一个等式. 令 xn = 0, 我们就得到 n− 1元初等对称多项式 sn−1
1 , · · · ,sn−1

n−1

的非平凡关系

0 = f0(sn−1
1 , · · · ,sn−1

n−1),

这与 n的最小性矛盾.

综合定理 1.6.3和定理 1.6.4即得

定理 1.6.5 (对称多项式基本定理). 任何 n元对称多项式都可以唯一表示为 n元初等对称多项

式的多项式.

定理 1.6.6 (Newton公式). 记 p0 = n. 则 pk = xk
1 + · · ·+ xk

n 可以如下递归给出:

当 1≤ k ≤ n时,

pk− s1 pk−1 + s2 pk−2 + · · ·+(−1)kksk = 0. (1.58)

当 k ≥ n时,

pk− s1 pk−1 + s2 pk−2 + · · ·+(−1)nsn pk−n = 0. (1.59)

证明. 记 f (x) = (x− x1) · · ·(x− xn) = xn− s1xn−1 + · · ·+(−1)nsn.

当 k ≥ n时,在 xk−n f (x) = xk− s1xk−1 + · · ·+(−1)nsnxk−n 中取 x = xi,然后对 i = 1, · · · ,n求
和即得 (1.58).

下设 1≤ k < n. 根据求导的乘法公式,我们有 f ′(x) =
n
∑

i=1

f (x)
x−xi

,因此

xk+1 f ′(x) =
n

∑
i=1

xk+1 f (x)
x− xi

=
n

∑
i=1

f (x)(xk+1− xk+1
i )

x− xi
+

n

∑
i=1

f (x)xk+1
i

x− xi

= f (x)
(

p0xk + p1xk−1 · · ·+ pk

)
+g(x),

这里 deg(g)< n. 因此 xk+1 f ′(x)的 n次项系数 (−1)k(n− k)sk 就等于

(xn− s1xn−1 + · · ·+(−1)nsn)(p0xk + p1xk−1 + · · ·+ pk)

的 n次项系数,即 pk− s1 pk−1 + · · ·+(−1)ksk p0,这就给出(1.59).

例 1.6.11. 设 x,y,z满足: 
x+ y+ z = 3,

x2 + y2 + z2 = 5,

x3 + y3 + z3 = 7.

试求 x4 + y4 + z4和 x5 + y5 + z5.
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解. 首先 s1 = p1 = 3, s2 = 1
2

(
p2

1− p2
)
= 2. 由 (1.58) 知 p3 − 3p2 + 2p1 − 3s3 = 0, 故 s3 =

1
3 (p3−3p2 +2p1) =− 2

3 . 最后由 (1.59)知

p4 = 3p3−2p2−
2
3

p1 = 9, p5 = 3p4−2p3−
2
3

p2 =
29
3
.

我们最后以多项式的判别式来结束本章.

定义 1.6.5. 对于多项式 f (x) = (x− x1) · · ·(x− xn),称

D f = D(x1, · · · ,xn) = ∏
i< j

(xi− x j)
2 (1.60)

为 f 的判别式 (discriminant).

很明显,上面定义中的 D f 是关于 x1,x2, · · · ,xn 的 n(n− 1)次齐次对称多项式,它等于 0与

否可以用来判别 f (x)是否有重根. 对于 2次和 3次的简单情形,我们有

命题 1.6.7.

(1) 若 f (x) = x2 +bx+ c,则

D f = (x1− x2)
2 = b2−4c. (1.61)

(2) 若 f (x) = x3 +ax+b,则

D f = (x1− x2)
2(x2− x3)

2(x1− x3)
2 =−4a3−27b2. (1.62)

证明. (1)我们有 D f = (x1 + x2)
2−4x1x2 = b2−4c.

(2)此时 D f 是 x1,x2,x3 的 6次齐次多项式,且字典序下 LT(D f ) = x4
1x2

2. 符合递降条件且小

于 x4
1x2

2 的 6次单项式包括 x4
1x2x3, , x3

1x3
2, x3

1x2
2x3 和 x2

1x2
2x2

3. 故由定理 1.6.3后面的注记有

D f = s2
1s2

2 + c1s3
1s3 + c2s1s2s3 + c3s3

2 + c4s2
3.

又由于 s1 = x1 +x2 +x3 = 0, s2 = a, s3 =−b,我们可以假设 D f = c3a3 +c4b2. 取 x1 = 1, x2 =−1,

故 x3 = 0, a =−1, b = 0及 D = 4,故 c3 =−4. 取 x1 = x2 = 1及 x3 =−2,则可解得 c4 =−27. 故

D f = (x1− x2)
2(x2− x3)

2(x1− x3)
2 =−4a3−27b2.

命题证毕.

习题 1.6

习题 1. 设多项式 3x3 + 2x2− 1的三个复根分别为 r1,r2 和 r3. 求多项式 f (x) ∈ Q[x],使得它的

根为 r2
1,r

2
2 和 r2

3.

习题 2. 设 F(x1,x2,x3) = x2
1(x2 + x3)+ x2

2(x1 + x3)+ x2
3(x1 + x2), f (x) = x3− x2−4x+1. 试求 F 在

f (x)的根处的取值.
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习题 3. 将下列对称多项式表示为初等对称多项式的多项式:

(1) x2
1x2 + x2

2x1 + x2
2x3 + x2

3x2 + x2
1x3 + x2

3x1;

(2) x1(x3
2 + x3

3)+ x2(x3
1 + x3

3)+ x3(x3
1 + x3

2).

习题 4. 设 x1,x2,x3 是整系数三次方程 x3 +ax2 +bx+ c = 0的三个根. 记 an = xn
1 + xn

2 + xn
3. 证明

对任意 n ∈ N, an 都是整数.

习题 5. 试求 si(1,ζn, . . . ,ζ n−1
n ) 的值, 这里 si 是 x1, . . . ,xn 的第 i 个初等对称多项式, 而 ζn =

exp(2πi
n )是 n次单位根.



第二章 矩阵和行列式理论进阶

2.1 行列式和矩阵理论回顾

我们在线性代数 I已经学习过矩阵理论的初步知识. 本节我们首先回顾一下其中的主要内

容. 读者可以参考《线性代数 I》[12].

2.1.1 矩阵基本概念

从不同的数学背景,包括线性方程组求解、几何变换、二次曲面分类、图的性质、线性运

算、计算机图像学、随机游走理论等都会遇到矩阵. 所谓 m×n矩阵,是一个 m行 n列的表格

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 ,

简记为 A = (ai j)1≤i≤m,1≤ j≤n,其中 ai j 称为 A的 (i, j)-元. 矩阵里的元素通常是某个域 F 中的数,

但也可以来自于其他集合 S, 比如多项式集合、向量集合、甚至是矩阵集合等. 集合 S 上所有

m×n矩阵全体,记为 Sm×n.

不做特别说明,我们考虑 F 上的矩阵. 1×n矩阵称为行向量, n×1矩阵称为列向量. 如果

矩阵里所有元均等于 0, 我们称它为零矩阵, 就记作 Om×n, On (如果它是方阵)或者 O (如果它

的行数和列数从上下文容易推出). 我们记零向量 (行或者列)为 0.

对于矩阵 A = (ai j) ∈ Fm×n, A的转置

AT =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

...
...

a1n a2n · · · amn

 ∈ Fn×m.

向量 αi = (ai1 ai2 · · · ain)称为 A的行向量, β j = (a1 j a2 j · · · am j)
T 称为 A的列向量. 即

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

=


α1

α2
...

αm

=
(

β1 β2 · · · βn

)
.

43
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我们习惯上将行向量各元素以逗号分隔开,例如记 (β1 β2 · · · βn)为 (β1, β2, · · · , βn).

若 m = n,称 A是 n阶方阵. 此时 aii (1 ≤ i ≤ n)称为 A的主对角元,它们连成的线称为主

对角线, a11 + · · ·+ ann 称为 A的迹,记作 Tr(A). 若主对角线以上 (或以下,或之外)的元素全为

0,即 ai j = 0对所有 i < j (或者 i > j,或者 i 6= j)成立,称 A为下三角阵 (或者上三角阵,或对角

阵),对角阵也记为 diag(a11, · · · ,ann).

单位阵 In是主对角元全是 1的对角阵,而对角元全为 λ 的对角阵称为纯量阵. 方阵 A称为

对称阵 (或者反对称阵)若 AT = A (或者 AT = −A). 若 A是复矩阵,我们记 A = (ai j)为 A的共

轭,记 AH = AT
即 A的共轭转置.

2.1.2 矩阵的代数运算

域 F 上的矩阵有三种代数运算: 加法, 乘法和数乘. 首先加法运算就是同形矩阵上相同位

置的元素相加:
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

+


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bm1 bm2 · · · bmn

=


a11 +b11 A12 +b12 · · · a1n +b1n

a21 +b21 a22 +b22 · · · a2n +b2n
...

... · · ·
...

am1 +bm1 am2 +bm2 · · · Amn +bmn

 .

数乘运算就是将 λ ∈ F 同时乘到矩阵每个元素上:

λ


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

=


λa11 λa12 · · · λa1n

λa21 λa22 · · · λa2n
...

...
...

λam1 λam2 · · · λamn

 .

乘法运算是最复杂的. 一个 m×n矩阵乘以一个 n× p矩阵,得到一个 m× p矩阵:
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 ·


b11 b12 · · · b1p

b21 b22 · · · b2p
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnp

=


c11 c12 · · · c1p

c21 c22 · · · c2p
...

...
...

cm1 am2 · · · cmp

 ,

其中

cik =
n

∑
j=1

ai jb jk. (2.1)

定理 2.1.1. Fm×n 在矩阵加法和数乘意义下是 mn维 F-线性空间,即它满足线性空间八条公理:

加法交换律,加法结合律,加法零元,加法负元,数乘结合律,数乘单位元,数乘与数的加法分配

律 (左分配律)和数乘与向量加法的分配律 (右分配律).

定理 2.1.2. 矩阵的代数运算有如下性质:

(1) 乘法结合律: A(BC) = (AB)C.

(2) 加乘分配律: (A+B)C = AC+BC, A(B+C) = AB+AC.
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(3) 数乘和乘法的结合律: λ (AB) = A(λB) = (λA)B.

(4) 乘法和转置的关系: (AB)T = BT AT .

(5) 乘法和迹的关系: 若 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m,则 Tr(AB) = Tr(BA).

注记. 矩阵代数运算需要注意:

(1) 乘法交换律不成立: AB 6= BA.

(2) 两个非零矩阵的乘积不一定非零: A 6= O, B 6= O ⇏ AB 6= O.

(3) 消去律不成立: AB = AC ⇏ B =C.

定理 2.1.3 (牛顿二项式定理). 设 A, B为同阶方阵. 若 AB = BA,则

(A+B)n = An +

(
n
1

)
An−1B · · ·+

(
n
k

)
An−kBk + · · ·+

(
n

n−1

)
ABn−1 +Bn.

我们还需要子矩阵和子式的概念:

定义 2.1.1. 设矩阵 A = (ai j)m×n. 设 I ⊆ [m] := {1,2, · · · ,m}, J ⊆ [n]. 由 A 的第 i (i ∈ I) 行与第

j ( j ∈ J)列相交元构成的子矩阵

A

[
I

J

]
= A

[
i1, i2, · · · , ir
j1, j2, · · · , js

]
= A[I,J] :=


ai1 j1 · · · ai1 js
...

air j1 · · · air js

 (2.2)

称为 A的子矩阵,这里 (i1, · · · , ir)和 ( j1, · · · , js)分别为 I 和 J 的升序排列. 若 |I|= |J|= r,称对

应子方阵的行列式 det A

[
I

J

]
为 A的 r阶子式.

当 A是方阵时,子矩阵 A[I] = A

[
I

I

]
和它的行列式称为 A的主子矩阵和主子式;特别地,主

子矩阵 A[1,··· ,r] (1≤ r ≤ n)和它的行列式称为 A的顺序主子矩阵和顺序主子式.

2.1.3 行列式的定义和性质

设 A = (ai j)n×n. 在线性代数 I中我们通过三种办法来定义 A的行列式 det(A) = |A|.

定理/定义 2.1.1. 行列式是满足递归条件∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣= a11a22−a12a21,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n

∑
j=1

(−1) j−1a1 j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · a2, j−1 a2, j+1 · · ·
· · · a3, j−1 a3, j+1 · · ·
...

...
...

· · · an, j−1 an, j+1 · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的唯一函数.
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定理/定义 2.1.2. 记 αi (1≤ i≤ n)是 A的行向量. 则 det(A) = det(α1, · · · ,αn)为以行向量为变量

满足下列性质的唯一函数:

(1) 反对称性: det(· · · ,αi, · · · ,α j, · · ·) =−det(· · · ,α j, · · · ,αi, · · ·).

(2) 多重线性: det(· · · ,λαi +µβi, · · ·) = λ det(· · · ,αi, · · ·)+µ det(· · · ,βi, · · ·).

(3) 规范性: det(e1, · · · ,en) = 1,这里 ei是单位阵 In的第 i个列向量.

(4) det(· · · ,α, · · · ,α, · · ·) = 0. 注意当 char F 6= 2时这条性质是反对称性的推论.

定理/定义 2.1.3. 设 Sn 为 1, · · · ,n的所有排列集合, τ( j1, · · · , jn)表示排列 ( j1, · · · , jn)的逆序数.

则 A的行列式即

det(A) = ∑
( j1,··· , jn)∈Sn

(−1)τ( j1,··· , jn)ai j1 · · ·an jn . (2.3)

定理 2.1.4. 上述三种定义是等价的.

定理 2.1.5. 方阵的行列式具有如下性质:

(1) 互换两行,行列式变号.

(2) 若 A的某行向量是 0或者两个行向量线性相关,则 det(A) = 0.

(3) 多重线性: det(· · · ,λαi +µβi, · · ·) = λ det(· · · ,αi, · · ·)+µ det(· · · ,βi, · · ·).

(4) 行列式是积性函数,即 det(AB) = det(A)det(B).

(5) det(A) = det(AT ),从而将 (1), (2), (3)叙述中行换成列结论仍然正确.

(6) 若 A, D均是方阵,则 det

(
A B

O D

)
= det(A)det(D).

设 A = (ai j)为 n阶方阵. 记 Mi j 是 A删除第 i行与第 j列得到的 n−1阶方阵的行列式,称

为 ai j = det A

[
i

j

]
的余子式. 记 Ai j = (−1)i+ jMi j,称为 ai j 的代数余子式. 则行列式的定义 1就

是说

det(A) =
n

∑
j=1

a1 jA1 j =
n

∑
i=1

ai1Ai1.

将 A的第 i行依次与第 i−1行直至第 1行互换. 对新得到的矩阵按第一行或者第一列展开,就

得到按行或者列展开的 Laplace公式:

det(A) =
n

∑
i=1

ai jAi j =
n

∑
j=1

ai jAi j. (2.4)

根据 Laplace展开公式,如果我们将 A的第 i行换成它的第 k行 (k 6= i),其他元素不变. 新

矩阵 A′有两行相同,故其行列式等于 0. 将新矩阵按第 i行展开,就得到

n

∑
j=1

ak jAi j = 0. (2.5)
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同理,若 k 6= j,
n

∑
i=1

aikAi j = 0. (2.6)

det(A) =
n

∑
i=1

ai jAi j =
n

∑
j=1

ai jAi j. (2.7)

令 A的伴随矩阵 A∗ = (Ai j)
T . 定义 Kronecker符号

δi j =

1, 若 i = j,

0, 若 i 6= j.

则上述三个公式综合起来就得到

定理 2.1.6 (Laplace). 对任意 n阶方阵 A,均有

n

∑
k=1

aikA jk =
n

∑
k=1

akiAk j = δi j det(A), (2.8)

或等价地说,

AA∗ = A∗A = det(A)In. (2.9)

2.1.4 矩阵的秩与可逆矩阵

首先回顾秩的三种等价定义:

定理/定义 2.1.4. 矩阵 A = (ai j) ∈ Fm×n的秩 (rank),记为 r = r(A) = rank(A),由以下三种等价方

式定义:

(1) r是 A的非零子式的最高阶.

(2) r是 A的行向量空间的维数,即 A的行向量组的秩. 此时也称为 A的行秩.

(3) r是 A的列向量空间的维数,即 A的列向量组的秩. 此时也称为 A的列秩.

推论 2.1.7. 下列性质成立:

(1) r(AT ) = r(A).

(2) r(AB)≤min{r(A),r(B)}.

(3) r

(
A

D

)
= r(A)+ r(D).

(4) r

(
A B

O D

)
⩾ r(A)+ r(D).

(5) 若 A1是 A的子矩阵,则 r (A1)⩽ r(A).

定义 2.1.2. 设 A ∈ Fm×n. 若 r(A) = m,称 A是行满秩矩阵. 若 r(A) = n,称 A是列满秩矩阵. 若

r(A) = m = n,称 A是满秩阵.
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我们稍许扩充一下可逆的定义:

定义 2.1.3. 设 A ∈ Fm×n. 称 X 是 A的左逆是指 XA = In. 称 Y 是 A的右逆是指 AY = Im. 若 A既

有左逆又有右逆,则称 A可逆.

命题 2.1.8. 若矩阵 A有左逆,则 A是列满秩阵,若 A有右逆,则 A是行满秩阵. 故可逆矩阵就是

满秩方阵,此时它有唯一的逆.

证明. 若 XA = In,则 n = r(XA)≤ r(A)≤ n,故 r(A) = n即 A是列满秩阵. 同理可证右逆情形.

现在设 A是可逆阵, XA = In = AY . 则 X = X(AY ) = (XA)Y = Y .

注记. 事实上, 反过来也是正确的: 若 A 是列 (行) 满秩阵, 则 A 一定有左 (右) 逆. 不过此时左

(右)逆不一定唯一.

若 A可逆,记 A−1为 A的逆.

命题 2.1.9. 对于 n阶方阵,下列性质成立:

(1) 单位阵 In是可逆阵,其逆是自身.

(2) 若 A可逆,则 A−1 也可逆,且 (A−1)−1 = A.

(3) 若 A,B可逆,则 AB可逆,且 (AB)−1 = B−1A−1.

(4) 若 A可逆,则 AT 可逆,且 (AT )−1 = (A−1)T .

我们将在本章第二节简要证明下述定理:

定理 2.1.10. 设 A为方阵. 下列条件等价:

(1) A可逆.

(2) A非奇异,即 det(A) 6= 0. 此时 A−1 = 1
det(A)A

∗.

(3) A满秩.

(4) A是有限多个初等矩阵的乘积.

我们给出几个例子,求矩阵的逆:

例 2.1.1. 给定

A =



0 a1

0 a2

0
. . .

. . . an−1

an 0


计算 A−1,其中 ai 6= 0.
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解. 利用 A−1 =
1

detA
A∗,得

A−1 =


0 a−1

n

a−1
1

. . .

. . .
. . .

a−1
n−1 0

 .

例 2.1.2. 求 A−1,其中

A =


0 1 · · · 1

1 0 · · ·
...

...
. . .

. . . 1

1 · · · 1 0

 .

解. 因为

A+ I =


1
...

1

(1 · · ·1),

那么 (A+ I)2 = n(A+ I),即 A
(

A+(2−n)I
)
= (n−1)I. 所以

A−1 =
1

n−1

(
A+(2−n)I

)
=


− n−2

n−1
1

n−1 · · · 1
n−1

...
1

n−1
1

n−1 · · · − n−2
n−1

 .

注记. 上例可以推广为更一般情形. 设 f (x) = xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ F [x],其中 f (0) =

a0 6= 0, n≥ 1. 若 f (A) = O,则

A−1 =−a−1
0 (An +an−1An−1 + · · ·+a1A).

例 2.1.3. 求矩阵 A的逆,其中

A =


2 1

1 2 · · ·
. . .

. . . 1

1 2

 .

解. 记 A = An, det(A) = ∆n. 对 A的第 1行展开,则

∆n = 2∆n−1−∆n−2 ⇒ ∆n−∆n−1 = ∆n−1−∆n−2 = · · ·= ∆2−∆1 = 1.

故

det(A) = n+1.

当 i≤ j时,有

Mi j =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ai−1

B

An− j

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∆i−1∆n− j = i(n+1− j),
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其中 B是主对角元全是 1的 j− i阶上三角方阵. 再根据 Mi j = M ji,可知

A−1 =

(
(−1)i+ j(min(i, j)− i j

n+1
)

)
.

2.1.5 相抵标准形

引理 2.1.11. 设 P,Q是可逆阵,则

r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ).

证明. 首先 r(PA)≤ r(A). 反过来,由 A = P−1(PA)知 r(A)≤ r(PA).

定义 2.1.4. 设 A,B ∈ Fm×n. 若存在可逆阵 P, Q使得 B = PAQ,则称 A与 B相抵 (equivalent),记

为 A∼ B.

由于可逆阵是有限个初等矩阵的乘积,故相抵也可以如下定义：

定义 2.1.5. 设 A,B ∈ Fm×n. 若 A经过有限次初等变换变为 B,则称 A,B相抵.

命题 2.1.12. 相抵关系是等价关系,即它满足:

(1) 自反性: A∼ B.

(2) 对称性: A∼ B⇒ B∼ A.

(3) 传递性: A∼ B,B∼C⇒ A∼C.

根据引理 2.1.11,相抵的矩阵有相同的秩. 反过来,每个秩为 r的矩阵可以通过有限次初等

变换化为矩阵

(
Ir O
O O

)
,由相抵的传递性,它们互相相抵. 即有

定理 2.1.13. 矩阵 A与 B相抵的充分必要条件是它们的秩相同. 故若 r(A) = r,则存在可逆阵 P,

Q,使得 A = P

(
Ir O
O O

)
Q.

定义 2.1.6. 秩 r的矩阵的相抵标准形即

(
Ir O
O O

)
.

例 2.1.4. 若 A ∈ Fm×n的秩 r(A) = r,则存在 B ∈ Fm×r, C ∈ Fr×n使得 A = BC且 r(B) = r(C) = r.

证明.

A = P

(
Ir O
O O

)
Q = P

(
Ir

O

)(
Ir O

)
Q = BC.

注记. 在上例中若 r = 1,则 A = αT β 是列向量和行向量的乘积.

习题 2.1

习题 1. 是否有实方阵满足 A2 =−I? 若有,试举例.



2.2 初等变换理论应用回顾 51

习题 2. 计算 An,其中 A =


1 1 1 0

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

.

习题 3. 设

A =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 1

0 0 0 2

 .

求出所有满足条件 AB = BA的矩阵 B.

习题 4. 设 A是域 F 上秩 1的 n阶方阵.

(1) 证明: 存在非零向量 u = (u1,u2, · · · ,un), v = (v1,v2, · · · ,vn),使得 A = uT v.

(2) 试求 det(I +A).

(3) 求 (I +A)3.

习题 5. 证明: rank(A) = r当且仅当 r是最小的整数使得 A是 r个秩 1矩阵之和.

习题 6. 设方阵 A, B, C满足 A = BC. 证明: 若 A可逆,则 B与C均可逆.

习题 7. 设序列 {an}满足 a0 = 0, a1 = 1, an+2 = an+1 +2an (n≥ 0). 试求 an.

习题 8. 设 A = (ai j)是复方阵,且对于任意 i,均有 |aii|> ∑
j 6=i
|ai j|,证明: 线性方程组 AX = 0只有

零解,故 A是可逆阵. 满足此条件的矩阵也称为严格 (行)对角占优阵.

2.2 初等变换理论应用回顾

线性代数学习中,初等变换是矩阵运算的基本操作方法. 它处于线性代数各类计算问题求

解的核心位置. 它起源于求解线性方程组的消元法,并被用来求方阵的行列式、可逆矩阵的逆

以及更一般的矩阵方程 AX = B 的解、向量组中的极大线性无关组、对称阵的相合标准形等.

在理论推导中,通过运用初等变换,可以用来降价,从而运用数学归纳法. 如果能够更灵活地使

用初等变换,特别地,灵活运用初等变换的不变性质,不少线性代数核心结果证明会变得十分简

单. 本节回顾其中一些理论应用.

2.2.1 初等变换理论的核心结果

我们首先回顾一下初等变换的定义.

定义 2.2.1. 矩阵的初等变换是指如下三类行或者列变换:

(i) 第一类初等变换: 互换矩阵的两行或者两列,

(ii) 第二类初等变换: 在矩阵的某行或者某列乘以一个非零常数,
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(iii) 第三类初等变换: 矩阵的某行或者列的常数倍加到另外一行或者列.

下面的事实十分简单,但在后面的论述中常常会遇到.

命题 2.2.1. 初等变换是可逆变换,它的逆变换是同类型的初等变换. 更确切地说,

(1) 第一类初等变换的逆就是它自己.

(2) 第二类初等变换如果乘以的常数是 λ ,那么它的逆变换就是乘以 λ−1 (即除以 λ ).

(3) 第三类初等变换如果加上的常数倍是 a倍,那么它的逆就是减去 a倍.

注记. 由于初等变换是可逆变换,所以当我们证明初等变换前后两个集合相等或者两个量相等

时,只需要证明两集合间的包含关系或者两个量之间具有 ≤或整除的关系,另外一个方向的结

果就是显然的. 这个方法在后面的证明中常常用到,我们将不再做特别说明.

我们还需要初等矩阵的概念.

定义 2.2.2. 单位矩阵 In 做初等变换得到的方阵,称为初等矩阵:

(i) 初等矩阵 Pi j 是互换 In的第 i、j行得到的矩阵,它也是互换 In的第 i、j列得到的矩阵. 我

们称 Pi j 为第一类初等矩阵.

(ii) 初等矩阵 Di(λ )是将 In 的第 i行乘以 λ 得到的矩阵,它也是将 In 第 i列乘以 λ 得到的矩
阵. 我们称 Di(λ )为第二类初等矩阵.

(iii) 初等矩阵 Ti j(a)是将 In 的第 j行的 a倍加到第 i行得到的矩阵,它也是将 In 的第 i列的 a

倍加到第 j列得到的矩阵. 我们称 Ti j(a)为第三类初等矩阵.

下面两个定理是初等变换理论的核心定理.

定理 2.2.2. 对 m×n阶矩阵 A做初等行变换相当于对 A左乘对应的初等矩阵 P,做初等列变换

相当于对 A右乘对应的初等矩阵 P, 其中 P是对单位阵 Im 做同样的初等行变换 (或者对 In 做

同样的初等列变换)得到的方阵.

证明. 这由矩阵乘法的定义直接得到.

将命题 2.2.1通过定理 2.2.2翻译成矩阵语言,就有

P2
i j = Di(λ )Di(λ−1) = Di(λ−1)Di(λ ) = Ti j(a)Ti j(−a) = Ti j(−a)Ti j(a) = In.

也就是说

推论 2.2.3. 初等矩阵都是可逆矩阵,具体地说,即

P−1
i j = Pi j, Di(λ )−1 = Di(λ−1), Ti j(a)−1 = Ti j(−a). (2.10)

定义 2.2.3. 若存在 r≥ 1≤ r及 1≤ j1 < j2 · · ·< jr ≤m,使得矩阵U = (ui j)1≤i≤m,1≤ j≤n满足条件:

ui ji 6= 0 (1≤ i≤ r)且 ui j = 0 (i > r或者 j < ji),

则称U 是阶梯形矩阵,称 ui ji (1≤ i≤ r)为转角元,称 r为台阶数. 如果U 是阶梯形矩阵且子矩

阵U

[
1, · · · ,r
j1, · · · , jr

]
= Ir,即第 ji个列向量是向量 ei,我们称U 是特殊阶梯形矩阵.
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根据定义,显然有 1≤ r ≤min{m,n}.

引理 2.2.4. 台阶数 r = n的 n阶阶梯形方阵是主对角元全部非零的上三角阵. 台阶数 r = n的 n

阶特殊阶梯形方阵是唯一的,即是单位阵 In.

证明. 这是由于 1≤ j1 < · · ·< jn ≤ n,只能 ji = i对于 1≤ i≤ n成立.

下面的定理是初等变换的基本操作:

定理 2.2.5. 任意非零矩阵 A均可通过有限次初等行变换化为特殊阶梯形矩阵, 且 j1 等于最小

的列 j,使得 A的那个列中有非零元.

翻译成矩阵语言,这个定理就是说

定理 2.2.6. 设 A是 m× n矩阵,则存在 m阶初等矩阵 P1, · · · ,Ps 使得 P1 · · ·PsA是特殊阶梯形矩

阵.

推论 2.2.7. 任意非零矩阵 A 可以通过有限次初等行、列变换化为矩阵

(
Ir O
O O

)
, 即存在在 m

阶初等矩阵 P1, · · · ,Ps 和 n阶初等矩阵 Q1, · · · ,Qt 使得

P1 · · ·PsAQ1 · · ·Qt =

(
Ir O
O O

)
. (2.11)

2.2.2 行列式的积性和矩阵的可逆

假设本小节涉及的矩阵都是 n阶方阵.

引理 2.2.8. 若 A是 n阶方阵, P是 n阶初等矩阵,则

det(PA) = det(P)det(A). (2.12)

从而若 P1, · · · ,Ps 是初等阵,则

det(P1 · · ·PsA) = det(P1) · · ·det(Ps)det(A). (2.13)

证明. 我们在 P = Pi j 情形证明 det(PA) = det(P)det(A),其余情形类似.

一方面, Pi jA 是将方阵 A 互换第 i、 j 行得到的矩阵, 根据行列式的基本性质, det(Pi jA) =

−det(A). 另一方面,根据行列式的定义, det(Pi j) =−1. 故 det(Pi jA) = det(Pi j)det(A).

定理 2.2.9. 设 A与 B是同阶方阵. 则 det(AB) = det(A)det(B).

证明. 由定理 2.2.6,我们设 A = P1 · · ·PsU ,其中 P1 是初等阵而U 是特殊阶梯形矩阵.

如果U 的最后一行全为 0,那么 det(U) = 0,故由引理 2.2.8,得

det(A) = det(P1) · · ·det(Ps)det(U) = 0.

此时UB的最后一行也全是 0,故 det(UB) = 0,再由引理 2.2.8即得

det(AB) = det(P1 · · ·PsUB) = det(P1) · · ·det(Ps)det(UB) = 0.
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所以在这种情况,我们有 det(AB) = det(A)det(B).

如果 U 最后一行不全为 0,那么 m = n = r,故 U = Im,即此时 A = P1 · · ·Ps,其中 Pi 为初等

阵. 故由引理 2.2.8,得

det(AB) = det(P1 · · ·PsB) = det(P1) · · ·det(Ps)det(B) = det(A)det(B).

定理 2.2.10. 下列条件等价:

(1) 方阵 A可逆,即存在 B使得 AB = BA = I.

(2) 方阵 A非奇异,即 A的行列式 det(A) 6= 0.

(3) A是有限个初等矩阵的乘积.

证明. (3)⇒(1)⇒(2)是显然的. 下面证明 (2)⇒(3).

设 A = P1 · · ·PsU ,其中 Pi 是初等阵而U 是特殊阶梯形矩阵. 由 det(A) 6= 0知 det(U) 6= 0,从

而U 的最后一行不全为 0,故 r = n而U = In.此时 A = P1 · · ·Ps是有限多个初等矩阵的乘积.

注记. 上述定理说明了求逆算法的正确性: 若 A可逆,总可以将 (A I)经过初等变换变为特殊阶

梯形矩阵 (I B),此时 B只能是 A−1.

定理 2.2.11 (克莱姆法则). 设 A是 n阶可逆方阵, b = (b1, · · · ,bn)
T , Ai 是将 A的第 i列用 b代替

后得到的矩阵. 则线性方程组 AX = b有唯一解
(

det(A1)
det(A) ,

det(A2)
det(A) , · · · ,

det(An)
det(A)

)T
.

证明. 对增广矩阵 (A,b)做有限次初等行变换后变为矩阵 (In, b̃). 对于线性方程组 InX = b̃,克莱

姆法则显然成立. 但每次初等行变换前后的 det(Ai)和 det(A)都相差同一个非零常数倍,故它们

的比值 det(Ai)
det(A) 不发生变化.

2.2.3 秩的三种定义的等价性

定理 2.2.12. 设矩阵 A经过初等行变换变为矩阵 B.

(1) 矩阵的行向量空间保持不变,从而 A与 B的行秩相等.

(2) 矩阵列向量组间的线性关系保持不变,从而 A与 B的列秩相等.

(3) 对任意 1≤ k ≤min{m,n}, B的 k阶子式都是 A的 k阶子式的线性组合,从而 A与 B的秩

相等.

证明. (1)记 A = (α1, · · · ,αm)
T , B = (β1, · · · ,βm)

T . 若初等行变换是

(i) 互换两行,则 {α1, · · · ,αm}= {β1, · · · ,βm};

(ii) 第 k行乘以 λ 倍,则 βk = λαk, αk = λ−1βk 而 βi = αi若 i 6= k;

(iii) 第 l 行的 λ 倍加到第 k行,则 βk = αk +λαl , αk = βk−λβl ,而 βi = αi若 i 6= k.
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所有情况都说明它们的行向量空间是同一个空间.

(2)记 A = (ai j) = (α ′1, · · · ,α ′n), B = (bi j) = (β ′1, · · · ,β ′n). 记 x = (λ1,λ2, . . . ,λm)
T . 由于初等行

变换不改变线性方程组的解,因此
m

∑
i=1

λiα ′i = 0 ⇐⇒ Ax = 0 ⇐⇒ Bx = 0 ⇐⇒
m

∑
i=1

λiβ ′i = 0.

(3)设我们讨论的 B的子矩阵为 B

[
I

J

]
= B

[
i1, i2, · · · , ik
j1, j2, · · · , jk

]
.

(i) 初等变换涉及到的行全都在或者全都不在集合 I 中. 此时

det B

[
I

J

]
= cdet A

[
I

J

]
,

其中 c =±1或者某个 λ .

(ii) 初等变换互换第 i, j行,其中 i ∈ I 而 j /∈ I. 令 I′ = (I∪{ j})\{i}. 则

det B

[
I

J

]
=±det A

[
I′

J

]
.

(iii) 初等变换将第 j行的 λ 倍加到第 i行,其中 i ∈ I 而 j /∈ I. 同 (ii),令 I′ = (I∪{ j})\{i}. 则

det B

[
I

J

]
= det A

[
I

J

]
±λ det A

[
I′

J

]
.

对于初等列变换则有

定理 2.2.13. 设矩阵 A经过初等列变换变为矩阵 B.

(1) 矩阵的行向量组间的线性关系保持不变,从而 A与 B的行秩相等.

(2) 矩阵的列向量空间保持不变,从而 A与 B的列秩相等.

(3) 对任意 1≤ k ≤min{m,n}, B的 k阶子式都是 A的 k阶子式的线性组合,从而 A与 B的秩

相等.

推论 2.2.14. 矩阵的列秩、行秩和秩相等. 特别地,当矩阵通过初等变换化为阶梯形矩阵时,台

阶数等于矩阵的秩是唯一确定的.

证明. 根据定理 2.2.12,只需考虑 A是 (特殊)阶梯形矩阵的情形,此时这是显然的.

更进一步地,根据定理 2.2.12和定理 2.2.13,只需考虑 A =

(
Ir O
O O

)
的情形. 这更显然.

推论 2.2.15. 同形矩阵 A 与 B 相抵当且仅当它们的秩相同, 故秩 r 的矩阵都相抵于

(
Ir O
O O

)
,

且都不相抵于

(
Is O
O O

)
,其中 s 6= r.
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推论 2.2.16. 设 A经过初等行变换变为特殊阶梯形矩阵U.

(1) U 的非零行向量构成 A的行向量空间的一组基.

(2) A的第 j1, · · · ,第 jr 个列向量构成 A的列向量空间的一组基,即它们构成 A的列向量组的

一个极大线性无关组.

证明. (1)这是由于 A的行向量空间等于 U 的行向量空间,维数 rank(A)等于 U 的非零行向量

的个数,故这些非零行向量一定是一组基.

(2)由于 U 的第 ji 个列向量 (1 ≤ i ≤ r)集合,即 {e1, · · · ,er}是 U 的列向量空间的一组基,

而初等行变换不改变列向量间的线性关系,故 A的第 j1, · · · ,第 jr 个列向量集合组成 A的列向

量空间的一组基.

2.2.4 线性方程组的求解

设 A = (ai j)m×n, b = (b1, · · · ,bm)
T , x = (x1, · · · ,xn)

T . 考虑一般线性方程组 Ax = b 的求解.

我们不妨假设存在 ai1 6= 0,否则变量 x1没有出现在线性方程组里面.

熟知我们需要对增广矩阵 (A,b)做初等行变换. 这里的关键在于

引理 2.2.17. 初等行变换不改变线性方程组的解集合.

证明. 由于初等变换的可逆性, 只需证明旧方程组的解是新方程组的解即可, 而这是显然的.

定理 2.2.18. 设增广矩阵 (A,b)经初等行变换变为特殊阶梯形矩阵 (U, b̃), 其中 U = (ui j)作为

阶梯形矩阵转角元所在的列为 1 = j1 < · · · < jr. 则 Ax = b的解集合等于 Ux = b̃的解集合. 更

确切地说,

(1) 非齐次线性方程组 Ax = b有解当且仅当 rank(A,b) = rank(A) = r,换言之,当且仅当 b̃ =

(b̃1, · · · , b̃r,0, · · ·)T .

(2) 如果 rank(A,b) = rank(A) = r,设 x0 是 Ax = b的一个解, VA 是齐次线性方程组 Ax = 0的

解空间,那么 Ax = b的解集合等于 {x0 +y | y ∈VA}.

(3) 如果 rank(A,b) = rank(A) = r,那么 Ax = b的一组特解 x0 = (x0 j)1≤ j≤n 可以取为: X0, jk =

b̃k (1≤ k ≤ r),而对于其它的 j则 x0 j = 0.

(4) 对于 j 6= ji,令 α j = e j− ∑
i: ji< j

ui je ji ∈ Fn. 则 VA 是以 {α j | j 6= j1, · · · , jr}为基的 n− r维线

性空间.

注记. 此处我们将 A变为特殊阶梯形矩阵 U ,这让定理的结果可以写得更漂亮. 当然在实际计

算中, U 为阶梯形矩阵就已经足够求解.

证明. (1)一方面,若Ux = b̃有解,则必有 b̃i = 0对于 i > r成立. 反过来由 (3)即得.

(2) 一方面若 y ∈ VA, 则 A(x0 + y) = b. 另一方面, 若 Ax = Ax0 = b, 则 A(x− x0) = 0, 即

x−x0 ∈VA 且 x = x0 +(x−x0).



2.3 分块矩阵 57

(3)直接验算这样得到的 x0 满足Ux0 = b̃,故 Ax0 = b.

(4)直接验算Uα j = 0,故 Aα j = 0从而 α j ∈VA. 现在设 α =
n
∑
j=1

c je j ∈VA,则

β = α− ∑
j/∈{ j1,··· , jr}

c jα j =
r

∑
k=1

d jk e jk ∈VA

满足等式 Uβ = 0. 将其展开就得到 d jk = 0对于 1 ≤ k ≤ r 成立,故 β = 0. 故 VA 是由 {α j | j 6=
j1, · · · , jr}生成的线性空间. 另一方面, {α j | j 6= j1, · · · , jr}的线性无关性通过考虑它们的 j 分

量 ( j /∈ { j1, · · · , jr})立得.

习题 2.2

习题 1. 证明: 若 A是列 (行)满秩矩阵,则 A一定有左 (右)逆.

习题 2. 试讨论当 λ 为何值时,下面的复系数方程组有解,有唯一解,有无穷多解? 并在解存在

时给出所有的解. 
λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 +λx2 + x3 = λ ,

x1 + x2 +λx3 = λ 2.

习题 3. 设 A = (ai j)是 n×(n+1)矩阵,且 rank(A) = n. 令 ∆i是将 A去掉第 i列得到的方阵的行

列式,令向量 v = ((−1)i−1∆i)i=1,··· ,n+1.证明:齐次线性方程组 Ax = 0的解空间是 {λvT : λ ∈ F}.

2.3 分块矩阵

2.3.1 分块矩阵的运算

矩阵运算的重要技巧是分块运算,就是将矩阵块看成是矩阵元素做运算. 我们在之前的学

习中已经初步学习到这一点. 对于矩阵 A ∈ Fm×n, 我们经常将它表示成三种形式: 以数作为元

素的 m×n矩阵,以行向量作为元素的列矩阵和以列向量作为元素的行矩阵

A = (ai j)m×n =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

=


α1

α2
...

αm

=
(

β1 β2 · · · βn

)
.

不同的表达方式可以用来处理不同的问题:

(1) 线性方程组 Ax = b即列向量等式 x1β1 + · · ·xnβn = b,它的求解就等价于将向量 b表示为
A的列向量 β1, · · · , βn的线性组合.

(2) 初等行变换就是矩阵行向量间的变换,列变换即列向量间的变换.

(3) 对矩阵 A和 B做乘法, AB的列向量是 A的列向量的线性组合, AB的行向量是 B的行向

量的线性组合. 这个事实立刻给出 rank(AB)≤min(rank(A), rank(B)).
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在表述矩阵的相抵标准形时,我们也遇到分块矩阵.

我们讨论一般情况. 对于矩阵 A = (ai j),将其行和列方向各切割几刀,就得到分块矩阵:

A =


A11 A12 · · · A1t

A21 A22 · · · A2t
...

... · · ·
...

As1 As2 · · · Ast

 .

注意同一行的子矩阵有相同的行数,同一列的子矩阵有相同的列数. 也就是说,子矩阵 Ai j 的行

数等于 Aii 的行数,它的列数等于 A j j 的列数.

将矩阵分块是为了更快捷地进行矩阵运算. 因此很有必要讨论分块前后运算的一致性.

先讨论加法运算. 对于两个矩阵 A与 B,如果它们可以相加,先决条件是它们必须同形. 如

果分块矩阵可以相加也必须同形. 这样分块加法能够实现的条件就是同形矩阵 A与 B按同样

方式分块,即

A =


A11 A12 · · · A1t

A21 A22 · · · A2t
...

... · · ·
...

As1 As2 · · · Ast

 , B =


B11 B12 · · · B1t

B21 B22 · · · B2t
...

... · · ·
...

Bs1 Bs2 · · · Bst

 ,

其中 Ai j 与 Bi j 同形,此时加法就是逐项相加:

A+B =


A11 +B11 A12 +B12 · · · A1t +B1t

A21 +B21 A22 +B22 · · · A2t +B2t
...

... · · ·
...

As1 +Bs1 As2 +Bs2 · · · Ast +Bst

 .

再讨论乘法运算. 注意到矩阵乘法公式: AB的 (i,k)-元 cik =
n
∑
j=1

ai jb jk,如果将数 ai j 和 b jk

换为子矩阵 Ai j 和 B jk 使得Cik =
n
∑
j=1

Ai jB jk,以下三个条件就必须满足:

(I) 单项可乘: Ai j 的列数应等于 B jk 的行数,否则 Ai jB jk 没有意义;

(II) 保证乘积的次序: 数的乘法可以交换次序,即 ai jb jk = b jkai j,但矩阵乘法不能随意交换次

序;

(III) 子矩阵个数相等: A中第 i行的子矩阵个数应等于 B中第 k列的子矩阵个数.

现在假设

A =


A11 A12 · · · A1t

A21 A22 · · · A2t
...

... · · ·
...

As1 As2 · · · Ast

 , B =


B11 B12 · · · B1p

B21 B22 · · · B2p
...

... · · ·
...

Bt1 Bt2 · · · Bt p


满足上述条件,那么我们应该得到
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定理 2.3.1. 分块矩阵乘法和通常定义的矩阵乘法一致,即

AB =


C11 C12 · · · C1p

C21 C22 · · · C2p
...

... · · ·
...

Cs1 Cs2 · · · Csp

 , 其中Cik =
t

∑
j=1

Ai jB jk. (2.14)

证明. 以下三种特殊情形请读者验证:

(1) A
(

B1 · · · Bm

)
=
(

AB1 · · · ABm

)
;

(2)


A1

· · ·
Am

B =


A1B

· · ·
AmB

;

(3)
(

A1 · · · Am

)
B1

· · ·
Bm

= A1B1 + · · ·+AmBm.

对于一般情况,令 Ai = (Ai1,Ai2, · · · ,Ait), Bk = (B1k, · · · ,Btk)
T . 则由 (2)和 (1)即得

AB =


A1B

A2B

· · ·
AsB

=


A1B1 A1B2 · · ·A1Bp

A2B1 A2B2 · · ·A2Bp

AsB1 AsB2 · · ·AsBp

 .

再由 (3), AiBk =Cik.

今后在讨论分块矩阵乘法时,我们都假设前述三条件 (I), (II)和 (III)均满足.

将三角阵和对角阵推广,则有准三角阵和准对角阵:

定义 2.3.1. 若 (Ai j)s×s是 s×s分块的方阵,使得 Aii全是方阵,且 Ai j =O对所有 i> j (或 i< j,或

i 6= j)成立,则称 A是准上三角阵 (准下三角阵,准对角阵). 准对角阵也记为 diag(A11, · · · ,Ass).

2.3.2 2×2分块矩阵

在应用中,将矩阵分为 2× 2的块

(
A B

C D

)
尤其重要,特别是原矩阵是方阵且 A也是方阵

(从而 D是方阵)的情形尤其重要,是本节的主要研究对象. 矩阵更多分块的情形常常通过归纳

法化归为 2×2分块的情形.

相应于初等变换和初等矩阵,将单位阵做 2×2块的初等变换,就得到 2×2块的分块初等

矩阵: (
O Im

In O

)
,

(
P O
O Q

)
(其中 P,Q可逆),

(
Im O
X In

)
,

(
Im Y

O In

)
. (2.15)

直接验证即得
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引理 2.3.2. 分块初等矩阵均可逆,其逆是同类型分块初等矩阵,如下给出:(
O Im

In O

)−1

=

(
O In

Im O

)
,

(
P O
O Q

)−1

=

(
P−1 O
O Q−1

)
,

(
Im O
X In

)−1

=

(
Im O
−X In

)
,

(
Im Y

O In

)−1

=

(
Im −Y

O In

)
.

按照初等分块行变换相当于左乘相应的分块初等矩阵,初等分块列变换相当于右乘相应的

分块初等矩阵,我们有

引理 2.3.3 (分块初等变换). 下列等式成立:(
O I

I O

)(
A B

C D

)
=

(
C D

B A

)
,

(
A B

C D

)(
O I

I O

)
=

(
B A

D C

)
,

(
P O
O Q

)(
A B

C D

)
=

(
PA PB

QC QD

)
,

(
A B

C D

)(
P O
O Q

)
=

(
AP BQ

CP DQ

)
,

(
I O
X I

)(
A B

C D

)
=

(
A B

XA+C XB+D

)
,

(
A B

C D

)(
I O
X I

)
=

(
A+BX B

C+DX D

)
.

以下定理由分块初等变换的性质直接得到,也可通过简单计算证明.

定理 2.3.4 (Schur公式). 设 A与 D分别为 m阶和 n阶方阵.

(1)若 A可逆则(
Im O

−CA−1 In

)(
A B

C D

)(
Im −A−1B

O In

)
=

(
A O
O D−CA−1B

)
.

此时

(
A B

C D

)
可逆当且仅当 D−CA−1B可逆.

(2)同样地,若 D可逆则(
Im −BD−1

O In

)(
A B

C D

)(
Im O

−D−1C In

)
=

(
A−BD−1C O

O D

)
.

此时

(
A B

C D

)
可逆当且仅当 A−BD−1C可逆.

注记. D−CA−1B称为 A的 Schur补, A−BD−1C称为 D的 Schur补. 在对应的 Schur补可逆时,

根据 Schur公式,

(
A B

C D

)
的逆由 A−1 和 D−CA−1B的逆 (或者 D−1 和 A−BD−1C的逆)以及

矩阵乘法和加法给出,这样就将 m+n阶方阵的求逆归结到 m和 n阶方阵的求逆. 每次取 m与

n差不多大,这样高阶矩阵的求逆就可以由低阶矩阵的逆得到. 这个方法有很高的应用价值.

例 2.3.1. 设 A ∈ Fm×m 和 B ∈ Fn×n可逆, S ∈ Fm×n. 证明

(
A S

O B

)
可逆并求其逆.
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解. 由于 det

(
A S

O B

)
= detA ·detB 6= 0,故矩阵可逆. 由于

(
A S

O B

)
=

(
A O
O B

)(
I A−1S

O I

)
,

故

(
A S

O B

)−1

=

(
I A−1S

O I

)−1(
A O
O B

)−1

=

(
I −A−1S

O I

)(
A−1 O
O B−1

)
=

(
A−1 −A−1SB−1

O B−1

)
.

例 2.3.2. 设 A,B,C,D ∈ Cn×n并且 AC =CA. 证明

det

(
A B

C D

)
= det(AD−CB).

证明. 首先若 A可逆,则对 Schur公式两边取行列式,即得

det

(
A B

C D

)
= det(A) ·det

(
D−CA−1B

)
= det

(
AD−ACA−1B

)
= det(AD−CB).

对于一般情况, 令 Ax = xI +A. 则 f (x) = detAx 作为 x 的 n 次多项式最多有 n 个根. 若

f (x) 6= 0,则 Ax 可逆. 由 AxC =CAx 故 det

(
Ax B

C D

)
= det(AxD−CB). 由于等式两边作为 x的多

项式最多有 n个点取值不一样,那么它们必然是同一个多项式. 令 x = 0即得欲证.

例 2.3.3. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m. 则

(1)证明: det(Im−AB) = det(In−BA).

(2)证明: 如果 Im−AB可逆,那么 In−BA可逆. 并求此时 In−BA的逆.

解. 对等式 (
Im A

B In

)
=

(
Im O
B In

)(
I A

O In−BA

)
=

(
Im A

O In

)(
Im−AB O

B In

)

取行列式即得 det(Im−AB) = det(In−BA). 这说明 Im−AB可逆,当且仅当 In−BA可逆.

现在设 Im−AB可逆. 由上述等式得(
Im A

O In−BA

)
=

(
Im O
−B In

)(
Im A

O In

)(
Im−AB O

B In

)
.
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两边求逆,即得(
Im −A(In−BA)−1

O (In−BA)−1

)
=

(
Im−AB O

B In

)−1(
Im −A

O In

)(
Im O
B In

)

=

(
(Im−AB)−1 O
−B(Im−AB)−1 In

)(
Im−AB −A

B In

)

=

(
Im −(Im−AB)−1A

O I +B(In−AB)−1A

)

因此

(In−BA)−1 = In +B(Im−AB)−1A.

例 2.3.4. 设

A =


0 1 · · · 1

1 0 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1 0

 .

求 A−1.

证明. 因为

A =−In +


1
...

1

(1 · · · 1
)
=−(In−ααT ).

代入上例中的公式,就得到

A−1 =−In−α(1−αT α)−1αT =


−n−2

n−1
1

n−1 · · · 1
n−1

...
1

n−1
1

n−1 · · · − n−2
n−1

 .

例 2.3.5. 设 A ∈ Fn×n,其秩为 r(A) = r. 证明存在 B ∈ Fn×n, r(B) = n− r,且 AB = BA = 0.

证明. 设 A = P

(
Ir O
O O

)
Q,只要取 B = Q−1

(
O O
O In−r

)
P−1即可.

下面几个例题我们均运用初等分块变换不改变矩阵的秩这条性质.

例 2.3.6. 证明 r(A+B)⩽ r(A)+ r(B).

证明.

r(A)+ r(B) = r

(
A

B

)
= r

(
A

A+B B

)
⩾ r(A+B).

例 2.3.7 (Sylvester不等式). 设 A ∈ Fm×n,B ∈ Fn×p. 证明:

r(AB)⩾ r(A)+ r(B)−n.
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证明. 这是由于

r

(
In

AB

)
= r

(
In O
A AB

)
= r

(
In −B

A O

)
⩾ r(A)+ r(B).

例 2.3.8 (Frobenius不等式). 设 A ∈ Fm×n,B ∈ Fn×p,C ∈ F p×q. 证明

r(AB)+ r(BC)− r(B)⩽ r(ABC).

证明. 由于

r

(
O −AB

BC B

)
= r

(
ABC −AB

O B

)
= r

(
ABC O

O B

)
,

故 Frobenius不等式成立.

注记. 注意 Sylvester不等式是 Frobenius不等式的特殊情况.

2.3.3 矩阵的广义逆

在求解线性方程组 Ax = b 时, 如果 A 是可逆矩阵, 在等式两边同时乘以 A−1, 就得到解

x = A−1b. 但实际应用中碰到的系数矩阵 A通常不是可逆矩阵,很多时候它甚至都不是方阵,为

了处理这种情形,数学家们引入了矩阵的广义逆这个概念.

定义 2.3.2. 设 A ∈ Fm×n. 称 B ∈ Fn×m 为 A的广义逆 (generalized inverse),如果它满足条件

ABA = A, BAB = B.

A的广义逆常记为 A−.

从定义可以看出,如果 A ∈ Fn×n 可逆,那么 A− = A−1 是 A的唯一广义逆. 另外零矩阵的广

义逆就是零矩阵. 一般情况下,我们有

定理 2.3.5. 对于非零矩阵 A,广义逆存在,且 A有唯一的广义逆当且仅当它是可逆方阵.

证明. 设 r = rank(A),则必定存在 m阶可逆矩阵 P以及 n阶可逆矩阵 Q,使得

A = P

(
Ir O
O O

)
Q.

取

B = Q−1

(
Ir B2

B3 B3B2

)
P−1,

其中 B2,B3 分别是任意 r× (n− r)阶矩阵以及 (m− r)× r阶矩阵,则这样的 B都是 A的广义逆

矩阵. 这个过程还说明非逆阵的广义逆一定不唯一.

定理 2.3.6. 矩阵 B 是 A 的广义逆当且仅当存在可逆阵 P 和 Q 使得 A = P

(
Ir O
O O

)
Q 且 B =

Q−1

(
Ir O
O O

)
P−1.



64 第二章 矩阵和行列式理论进阶

证明. ⇐容易验证,我们证明⇒. 设

A = P1

(
Ir O
O O

)
Q1, B = Q−1

1

(
B1 B2

B3 B4

)
P−1

1 .

由 ABA = A且 BAB = B得(
Ir O
O O

)(
B1 B2

B3 B4

)(
Ir O
O O

)
=

(
Ir O
O O

)
,

(
B1 B2

B3 B4

)(
Ir O
O O

)(
B1 B2

B3 B4

)
=

(
B1 B2

B3 B4

)
,

从而有 B1 = Ir, B4 = B3B2. 设 P = P1

(
Ir −B2

O Im−r

)
, Q =

(
Ir O
−B3 In−r

)
Q1,则有

A = P

(
Ir O
O O

)
Q, B = Q−1

(
Ir O
O O

)
P−1.

下面的定理说明广义逆矩阵在线性方程组求解上的应用.

定理 2.3.7. 设 A ∈ Fm×n, b ∈ Fm, A−是 A的一个广义逆.

(1)线性方程组 Ax = b有解的充分必要条件是 A−b是 Ax = b的解.

(2)当 Ax = b有解时,它的解集是 {A−b+(In−A−A)y | y ∈ Fn×1}. 从而 Ax = b有唯一解的
充分必要条件是 AA−b = b且 A−A = In.

证明. (1)充分性显然. 下证必要性. 若存在 x使得 Ax = b,则

A(A−b) = A(A−Ax) = (AA−A)x = Ax = b.

(2)一方面容易验证 A(A−b+(In−A−A)y) = b,即 A−b+(In−A−A)y均是线性方程组的解.

另一方面对于方程组的任意解 x,即 Ax = b,则 A−b+(In−A−A)x = x. 这说明 Ax = b的解集是
{A−b+(In−A−A)y | y ∈ Fn×1}.

我们将在后续章节学习矩阵的奇异值分解时, 引入复矩阵的 Moore- Penrose 广义逆, 并证

明它的存在唯一性.

习题 2.3

习题 1. 设

A =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 .

求所有的矩阵 B,使得 AB = BA.

习题 2. 证明:
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(1) A
(

B1 · · · Bm

)
=
(

AB1 · · · ABm

)
;

(2)


A1

· · ·
Am

B =


A1B

· · ·
AmB

;

(3)
(

A1 · · · Am

)
B1

· · ·
Bm

= A1B1 + · · ·+AmBm.

习题 3. 设 A, B, C, D是 n阶上三角阵. 求 det

(
A B

C D

)
.

习题 4. 已知 n阶方阵 A与 B的乘积可交换. 试求

(
A B

O A

)m

.

习题 5. 已知 n阶方阵 A满足条件 A2 = I. 试求

(1)

(
O −I

A O

)m

, (2)

 1
2

A −
√

3
2

A
√

3
2

A
1
2

A


m

.

习题 6. 设方阵

A =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 , B =


O A O
O O A

A O O

 .

求所有与 B乘积可交换的方阵.

习题 7. 已知方阵 B与C可逆. 试求

(
O B

C O

)−1

.

习题 8. 设 A, B分别是 m×n与 n×m矩阵. 何时方阵 M =

(
A O
O B

)
可逆? 并求 M−1.

习题 9. 设 A ∈ Fm×m 是可逆阵, B ∈ Fm×n, C ∈ Fn×m. 证明: A+BC 是可逆方阵当且仅当 I +

CA−1B是可逆阵,并且

(A+BC)−1 = A−1−A−1B(I +CA−1B)−1CA−1.

习题 10. 设方阵 A满足 rank(A) = rank(A2). 证明: 存在可逆阵 P, Q使得 A = P−1

(
Q O
O O

)
P.

习题 11. 设 A是行 (列)满秩矩阵. 证明: B是 A的右 (左)逆当且仅当 B是 A的广义逆.

习题 12. 设 A为任意矩阵. 证明:

(1) 若 A = PQ其中 P列满秩, Q行满秩,则 Q−P−是 A的广义逆.

(2) A的任何广义逆可以写为 (1)中给出的形式.

习题 13. 设 A 6= O 是 n 阶实方阵. 证明: 若 A 与 Ak (k ≥ 2) 相抵, 则存在可逆阵 P, Q 使得

A = P

(
Q O
O O

)
P−1.
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2.4 Laplace展开和 Binet-Cauchy定理

本节有大量修改！！！最好全部替换

2.4.1 Laplace展开

在本章第一节, 我们回顾了按行或者列展开的 Laplace 公式. 下面我们进一步给出按多行

或多列展开的 Laplace公式. 首先我们引入一般意义上的余子式和代数余子式的概念.

我们记 [n] := {1,2, · · · ,n}.

定义 2.4.1. 设方阵 A = (ai j)n×n. 设 I, J 是 [n]的 r阶非空子集合,其中 r < n. 子式 det A

[
I

J

]
的

余子式即 det A

[
Ic

Jc

]
,其中 Ic = [n]\I 和 Jc = [n]\J 分别是 I 和 J 在 [n]里的余集,即 A删除所有

i ∈ I 行和 j ∈ J列后得到的子方阵的行列式;它的代数余子式即

(−1)
∑
i∈I

i+ ∑
j∈J

j
det A

[
Ic

Jc

]
.

下面的定理就是按多行展开的 Laplace公式:

定理 2.4.1. 设 I 是 [n]的一个固定的 r阶非空真子集. 则对于方阵 A = (ai j)n×n,

det A = ∑
J⊆[n], |J|=r

det A

[
I

J

]
(−1)

∑
i∈I

i+ ∑
j∈J

j
det A

[
Ic

Jc

]
, (2.16)

即 det(A)是 A的行固定的 r阶子式和对应的代数余子式乘积之和.

证明. 首先考虑 I = {1,2, · · · ,r}情形.此时 (i1, i2, · · · , ir)= (1,2, · · · ,r), Ic的升序排列 (ir+1, · · · , in)=
(r+1, · · · ,n). 根据行列式的完全展开式,则

det(A) = ∑
J={ j1,· jr}⊆[n]

∑
(p1,··· ,pr) 是 J 的置换

(pr+1,··· ,pn) 是 Jc 的置换

(−1)τ(p1,··· ,pn)a1p1a2p2 · · ·anpn . (2.17)

设 ( j1, · · · , jr) 是 J 的升序排列, ( jr+1, · · · , jn) 是 Jc 的升序排列. 置换 (p1, · · · , pn) 中的逆序

(pi > p j : i < j) 按 i, j,r 的相对位置分为互不相交的 3 组: (1) i < j ≤ r, (2) r < i < j 和 (3)

i ≤ r < j. 注意到 (1)中的逆序即置换 (p1, · · · , pr)的逆序, (2)中的逆序即置换 (pr+1, · · · , pn)的

逆序,而 (3)中的逆序与置换 ( j1, · · · , jn)中的逆序一一对应,因此就得到

τ(p1, · · · , pn) = τ(p1, · · · , pr)+ τ(pr+1, · · · , pn)+ τ( j1, · · · , jn).

而我们显然有

τ( j1, · · · , jn) = j1−1+ · · ·+ jr− r = j1 + · · ·+ jr−1−·· ·− r.
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将式(2.17) 求和项分为 (−1)τ( j1,··· , jn), (−1)τ(p1,··· ,pr)a1p1 · · ·arpr 与 (−1)τ(pr+1,··· ,pn)ar+1,pr+1 · · ·anpn

的乘积,分开求和就得到

detA = ∑
J={ j1,· jr}⊆[n]

(−1)τ( j1,··· , jn) det A

[
I

J

]
·det A

[
Ic

Jc

]

= ∑
J={ j1,· jr}⊆[n]

det A

[
I

J

]
· (−1)

∑
i∈I

i+ ∑
j∈J

j
det A

[
Ic

Jc

]
.

对于一般情况,可以经过 i1− 1次相邻两行对换将第 i1 行换到第 1行,其他行相对次序不

变, 以此类推, 经过 i1− 1+ · · ·+ ir− r 次对换后第 i1, · · · , ir 行换到第 1, · · · ,r 行, 原行列式与新

行列式的差别是 (−1)i1+···+ir+1+···+r 倍,故一般情况的公式由特殊情况给出.

例 2.4.1. 设方阵 A的所有 r阶子式为零,其中 r < n,则 det(A) = 0.

证明. 这只需要将 A按任意 r 行展开即可. 当然,也可以用按 1行展开的 Laplace公式,证明 A

的所有 r+1阶子式为零,然后运用归纳法.

例 2.4.2. 对准下三角阵

(
A O
C D

)
按前 r行 (r为 A的阶)展开,则有

det

(
A O
C D

)
= det(A)det(D). (2.18)

运用归纳法,对于一般准下三角阵则有

det


A11
...

. . .

As1 Ass

= det(A11)det(A22) · · ·det(Ass).

注记. 事实上,我们也可以先证明准下三角阵的行列式公式(2.18),然后运用它来证明一般形式

的 Laplace展开.

2.4.2 Binet-Cauchy公式

设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m, 则 AB 是 m 阶方阵. 当 A 与 B 均是方阵, 即 m = n 时, 我们知道

det(AB) = det(A)det(B). 这个结果被 Binet-Cauchy公式推广到一般情形.

定理 2.4.2 (Binet-Cauchy). 设 A ∈ Fm×n,B ∈ Fn×m. 则

det(AB) =


∑

I⊆[n], |I|=m
det A

[m]

I

det B

 I

[m]

 , 若 m≤ n,

0, 若 m > n.

(2.19)



68 第二章 矩阵和行列式理论进阶

证明. 先设 m≤ n. 记 A = (ai j), B的行向量依次为 β1, β2, · · · , βn,则

det(AB) =det

(
n

∑
j=1

a1 jβ j,
n

∑
j=1

a2 jβ j, · · · ,
n

∑
j=1

am jβ j

)
= ∑

1≤ j1,··· , jm≤n
a1 j1 · · ·am jm det(β j1 , · · · ,β jm) (再次运用式 (??))

= ∑
1≤i1<···<im≤n

( j1,··· , jm)是(i1,··· ,im)的排列

a1 j1 · · ·am jm(−1)τ( j1,··· , jm) det(βi1 , · · · ,βim)

= ∑
I⊆[n], |I|=m

det A

[
[m]

I

]
det B

[
I

[m]

]
.

若 m > n,根据等式 AB = (A Om−n)

(
B

∗

)
,则 det(AB) = 0.

例 2.4.3 (Cauchy不等式). 设 ai,bi ∈ R (i = 1, · · · ,n). 证明(
n

∑
i=1

aibi

)2

⩽
(

n

∑
i=1

a2
i

)
·

(
n

∑
i=1

b2
i

)
,

并且等式成立当且仅当向量 (a1, · · · ,an)与 (b1, · · · ,bn)线性相关.

证明. 记 A =

(
a1 a2 · · · an

b1 b2 · · · bn

)
. 则 AAT =

(
∑a2

i ∑aibi

∑aibi ∑b2
i

)
. 所以

det(AAT ) =
n

∑
i=1

a2
i

n

∑
i=1

b2
i −

(
n

∑
i=1

aibi

)2

.

另一方面,利用 Binet-Cauchy公式,

det(AAT ) = ∑
1≤i< j≤n

det A

[
1,2

i, j

]
det AT

[
i, j

1,2

]
= ∑

1≤i< j≤n
(aib j−a jbi)

2.

故得欲证.

Binet-Cauchy公式有如下形式:

定理 2.4.3. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p, C = AB ∈ Fm×p. 设 I ⊆ [m], J ⊆ [p]是 r阶集合. 则

det C

[
I

J

]
=


∑

K⊆[n], |K|=r
detA

 I

K

 ·det B

K

J

 , 若 r ⩽ n,

0, 若 r > n.

(2.20)

证明. 令 A1 = A

[
I

[n]

]
, B1 = B

[
[n]

J

]
,则C1 = A1B1 =C

[
I

J

]
. 由于

det A1

[
[r]

K

]
= det A

[
I

K

]
, det B1

[
K

[r]

]
= det B

[
K

J

]
,

故公式 (2.20)就是C1 = A1B1时的 Binet-Cauchy公式 (2.19).
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例 2.4.4. r(AB)≤ r(A).

证明. 令 r(A) = r. 由(2.20)即知 AB的 r+1阶子式均为 0,故 r(AB)≤ r(A).

例 2.4.5. 若 A ∈ Rm×n,则

r(AAT ) = r(A).

证明. 令 r(A) = r. 则 r ≤ n, A的 r+1阶子式均为 0且存在 r阶子式不等于 0. 由(2.20), AAT 的

r+1阶子式均为 0,而 AAT 的 r阶主子式是 A的 r阶子式的平方和,故一定存在非零的 r阶子

式. 故 r(AAT ) = r(A).

习题 2.4

习题 1. 计算下列方阵的行列式和逆矩阵,其中 (1)是 2n阶方阵而 (2)是 n阶方阵:

(1)



a 0 0 b

0 a b 0
. . . . .

.

. .
. . . .

0 b a 0

b 0 0 a


, (2)



2 1

1 2 1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

1 2 1

1 2


.

习题 2. 设 n阶方阵 A = (ai j)的每行的元素之和均等于 1. 证明: 伴随矩阵 A∗ 的元素之和等于

ndet(A).

习题 3. 设方阵 A的每行的元素之和均等于 0. 证明: 伴随矩阵 A∗的同列元素均相同.

习题 4. 设 n 阶方阵 A 的每行每列元素之和均等于 0. 设 J 是元素全为 1 的方阵, λ = det(A+
1
n2 J). 证明: A∗ = λJ.

习题 5. 设 A, B为同阶方阵. 证明: (AB)∗ = B∗A∗.

习题 6. 设 A =

(
B

C

)
是复矩阵. 证明: 0≤ det(AAH)≤ det(BBH)det(CCH).

习题 7. 试将 Binet-Cauchy推广到三个矩阵相乘的情形.

习题 8. 设方阵 A = (ai j(x)),其中 ai j(x)是可微实函数.

(1) 证明:
d
dx

det(A) =
n
∑

i, j=1
Ai ja′i j(x).

(2) 若 A是可逆阵,证明:
d(A−1)

dx
=−A−1 dA

dx
A−1.

2.5 范德蒙行列式与结式

在实际应用中,我们经常会见到范德蒙矩阵和行列式. 我们在本节给出它的一些结果,包括

如何利用它来求两个多项式的结式.
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2.5.1 Vandermonde方阵及相关问题

定义 2.5.1. Vandermonde矩阵 V =V (x1, · · · ,xn)即方阵

V (x1, · · · ,xn) :=


1 x1 · · · xn−1

1

1 x2 · · · xn−1
2

...
...

...

1 xn · · · xn−1
n

 .

有时也将它的转置称为 Vandermonde矩阵.

直接由矩阵乘法运算显然有下述结果:

引理 2.5.1. 设 fk(x) =
k
∑

i=1
cikxi−1 (k = 1, · · · ,n)为次数 ≤ k−1的多项式. 则


f1(x1) f2(x1) · · · fn(x1)

f1(x2) f2(x2) · · · fn(x2)
...

...

f1(xn) f2(xn) · · · fn(xn)

=


1 x1 · · · xn−1

1

1 x2 · · · xn−1
2

...
...

...

1 xn · · · xn−1
n




c11 c12 · · · c1n

0 c22 · · · c2n
...

. . .
...

0 cnn

 . (2.21)

定理 2.5.2. 对于 Vandermonde矩阵 V =V (x1, · · · ,xn),

(1)它的行列式

detV (x1, · · · ,xn) = ∏
1≤i< j≤n

(x j− xi); (2.22)

(2)若 xi两两不同,则 V 可逆,它的逆W = (wi j)由下式给出:

wi j =
(−1)n−i

∏
k 6= j

(x j− xk)
sn−i(x1, · · · ,x j−1,x j+1, · · · ,xn). (2.23)

证明. (1)这有很多种方法.

方法 1. 对 Vandermonde行列式做初等列变换,从第 n列开始,每一列减去前一列的 x1倍,则有

det(V ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

1 x2− x1 · · · xn−2
2 (x2− x1)

...
...

...

1 xn− x1 · · · xn−2
n (xn− x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(x2− x1) · · ·(xn− x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x2 · · · xn−2

2
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∏
1≤i< j≤n

(x j− xi).

这里最后一个等式来自于对 n的归纳.

方法 2. det V (x1, · · · ,xn)是 xn 的 n−1次多项式,首项系数是 det V (x1, · · · ,xn−1),且 x1, · · · ,xn−1

都是它的根,所以

detV (x1, · · · ,xn) = detV (x1, · · · ,xn−1)(xn− x1) · · ·(xn− xn−1) = ∏
1≤i< j≤n

(x j− xi).
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方法 3. 在公式(2.21)中取 f1(x) = 1, fi(x) = (x− x1) · · ·(x− xi−1) (i > 1),则式(2.21)左边矩阵是

以 fi(xi)为对角元的下三角阵,且 c11 = · · ·= cnn = 1,两边取行列式就得到

detV (x1, · · · ,xn) = f1(x1) · · · fn(xn) = ∏
1≤i< j≤n

(xi− x j).

(2)由等式W =
1

det(V )
V ∗ 知 wi j =

1
det(V )

A ji,其中 A ji 是 v ji = xi−1
j 的代数余子式,它的展

开式中不包含 x j-项. 因此,根据 Laplace展开, A ji就是

det(V ) = (−1)n− j detV (x1, · · · ,x j−1,x j+1, · · · ,xn) ∏
k 6= j

(x j− xk)

作为以 x j 为未定元的多项式的 xi−1
j 项的系数,即

A ji = (−1)i+ j detV (x1, · · · ,x j−1,x j+1, · · · ,xn)sn−i(x1, · · · ,x j−1,x j+1, · · · ,xn).

代入 det(V )的值即得 wi j.

引理 2.5.1和定理 2.5.2 有很多有趣推论. 首先, 根据式 (2.21) 和定理对于范德蒙行列式的

证法 3,即得

推论 2.5.3. 范德蒙矩阵 V 可以分解为 V = LU 的形式,其中 L是下三角阵, U 是对角元全等于 1

的上三角阵.

再对式 (2.21)两边取行列式,即得

推论 2.5.4. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x1) f2(x1) · · · fn(x1)

f1(x2) f2(x2) · · · fn(x2)
...

...

f1(xn) f2(xn) · · · fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= c11 · · ·cnn detV (x1, · · · ,xn). (2.24)

最后,考虑 V (x1,x2, · · · ,xn+1)
T 第 n+1列的余子式,就得到

推论 2.5.5. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn
...

...

xk−1
1 xk−1

2 · · · xk−1
n

xk+1
1 xk+1

2 · · · xk+1
n

...
...

xn
1 xn

2 · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= detV (x1, · · · ,xn)sn−k(x1, · · · ,xn). (2.25)

式 (2.24)常常被用来计算一些行列式.
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例 2.5.1. 计算

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sinθ1 sinθ2 · · · sinθn

sin2θ1 sin2θ2 · · · sin2θn
...

...
...

sinnθ1 sinnθ2 · · · sinnθn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解. 利用数学归纳法 (对 k做归纳)和正弦余弦函数的和角公式,可以证明

sinkθ = sinθPk(cosθ), coskθ = Qk(cosθ),

其中 Pk(x)和 Qk(x)分别是首项为 2k−1xk−1和 2k−1xk 的有理系数多项式. 根据式(2.24),故有

∆ =sinθ1 · · ·sinθn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

P2 (cosθ1) P2 (cosθ2) · · · P2 (cosθn)
...

Pn (cosθ1) Pn (cosθ2) · · · Pn (cosθn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=2

n(n−1)
2 sinθ1 · · ·sinθn · ∏

1⩽i< j⩽n
(cosθ j− cosθi) .

例 2.5.2. 计算

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ck
m Ck+1

m · · · Ck+n−1
m

Ck
m+1 Ck+1

m+1 · · · Ck+n−1
m+1

...

Ck
m+n−1 Ck+1

m+n−1 Ck+n−1
m+n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解. 令 P1(x) = 1,且对于 2≤ i≤ n,令

Pi(x) = (x− k)(x− k−1) · · ·(x− k− i+2).

则 Pi(x)是首一且次数等于 i−1的多项式. 注意到

Ck+ j
i /Ck

i =
(i− k)(i− k−1) · · ·(i− k− j+1)

(k+ j)(k+ j−1) · · ·(k+1)
=

Pj+1(i)
(k+ j)(k+ j−1) · · ·(k+1)

.

则

∆ =
n−1

∏
i=0

Ck
m+i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
P2(m)

k+1
· · · Pn(m)

(k+n−1) · · ·(k+1)

1
P2(m+1)

k+1
· · · Pn(m+1)

(k+n−1) · · ·(k+1)
...

... · · ·
...

1
P2(m+n−1)

k+1
· · · Pn(m+n−1)

(k+n−1) · · ·(k+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n−1
∏
i=0

Ck
m+i

n−1
∏
i=1

(k+ i)n−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 P2(m) · · · Pn(m)

1 P2(m+1) · · · Pn(m+1)
...

...
...

1 P2(m+n−1) · · · Pn(m+n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∏

1⩽i< j≤n
( j− i)

n−1

∏
i=0

Ck
m+i

n−1

∏
i=1

(k+ i)i−n,
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其中最后一个等式我们应用了式(2.24).

例 2.5.3. 计算复系数循环矩阵 (cyclic matrix)

A =


a0 a1 · · · an−1

an−1 a0
. . . an−2

. . .
. . .

. . .
. . .

a1 a2
. . . a0


的行列式,给出它可逆的充分必要条件,并在可逆时求它的逆.

解. 令

K =


0 1

. . .
. . .

0 1

1 0

=

(
0 In−1

1 0

)
.

注意到对任意行数为 n的矩阵 B,乘积 KB的第 1,2, · · · ,n−1,n行即 B的第 2,3, · · · ,n,1行. 故

Km =

(
O In−m

Im O

)
其中 1≤ m≤ n.

故若令 f (x) = a0 +a1x+ · · ·+an−1xn−1,则

A = f (K) = a0I +a1K + · · ·+an−1Kn−1.

令 Ω =V (1,ω, · · · ,ωn−1), Λ = diag(1,ω, · · · ,ωn−1),其中 ω 是 n次本原单位根. 经计算得

KΩ = ΩΛ =⇒ K = ΩΛΩ−1.

故得

A = f (K) = Ω f (Λ)Ω−1.

因此

detA = det f (Λ) =
n−1

∏
i=0

f (ω i).

故

A可逆,即 detA 6= 0 ⇐⇒ ω i (0≤ i≤ n−1)不是 f (x)的根 ⇐⇒ gcd(xn−1, f (x)) = 1.

此时

A−1 = Ωdiag
(

1
f (1)

,
1

f (ω)
, · · · , 1

f (ωn−1)

)
Ω−1 =

1
n

Ωdiag
(

1
f (1)

,
1

f (ω)
, · · · , 1

f (ωn−1)

)
Ω,

其中最后一个等式是由于进一步计算说明 ΩΩ = nIn,故 Ω−1 =
1
n

Ω.
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2.5.2 多项式的结式

设 R = F [x1, · · · ,xk]是域 F 上的 k元多项式环,这里我们假设零元多项式环就是 F 自己. 一

般而言,当 k > 0时, R上的多项式不存在带余除法. 如何判断 R[x]中的多项式之间是否有公共

零点,需要用到结式的概念. 值得注意的是,我们可以将 R由域上的多项式环换为任意整环.

定义 2.5.2. 环 R上的多项式 f (x)= amxm+am−1xm−1+ · · ·+a0 (am 6= 0)和 g(x)= bnxn+bn−1xn−1+

· · ·+b0 (bn 6= 0)的 Sylvester结式,简称结式 (resultant),即

Res( f ,g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 b0

a1 a0 b1
. . .

... a1
. . .

...
. . . b0

am
. . . a0

... b1

am a1 bn
...

. . .
...

. . .
...

am bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(m+n)×(m+n).

同时称此行列式对应的矩阵 S为 f 和 g的 Sylvester方阵.

注记. 对于多元多项式 f ,g ∈ F [x1, · · · ,xn],我们可以将它们看成系数在 R = F [· · · ,xi−1,xi+1, · · · ]
上以 xi为未定元的多项式,这样对每个 i均可以定义相应的结式.

定理 2.5.6. 设 u1, · · · ,um 和 v1, · · · ,vn分别是 f 和 g在包含 R的某个域中的所有根. 则

Res( f ,g) = an
mbm

n · ∏
1≤i≤m
1≤ j≤n

(v j−ui). (2.26)

证明. 令W =V (v1, · · · ,vn,u1, · · · ,um). 则

WS =



f (v1) v1 f (v1) · · · vn−1
1 f (v1)

f (v2) v2 f (v2) · · · vn−1
2 f (v2)

...
...

...

f (vn) vn f (vn) · · · vn−1
n f (vn)

g(u1) u1g(u1) · · · um−1
1 g(u1)

g(u2) u2g(u2) · · · um−1
2 g(u2)

...
...

...

g(um) umg(um) · · · um−1
m g(um)



.

由范德蒙行列式的公式,我们知

detW = ∏
1≤ j<l≤n

(vl− v j) ∏
1≤i<k≤m

(uk−ui) ∏
1≤i≤m
1≤ j≤n

(ui− v j),

detW ·detS = f (v1) · · · f (vn)g(u1) · · ·g(um) ∏
1≤ j<l≤n

(vl− v j) ∏
1≤i<k≤m

(uk−ui).
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若 ui,v j 两两不同,则

detS · ∏
1≤i≤m
1≤ j≤n

(ui− v j) = f (v1) · · · f (vn)g(u1) · · ·g(um).

但

f (v1) · · · f (vn) = an
m ∏

1≤i≤m
1≤ j≤n

(v j−ui),

g(u1) · · ·g(um) = bm
n ∏

1≤i≤m
1≤ j≤n

(ui− v j).

故

Res( f ,g) = detS = an
mbm

n f (v1) · · · f (vn) = an
mbm

n ∏
1≤i≤m
1≤ j≤n

(v j−ui).

如 ui,v j 均等于 u,则可将其中一个换为 u+δa,其中 a是某固定的非零数, δ 变化. 则 A中元素

是 δ 的多项式,故 detS也是 δ 的多项式. 当 δ 6= 0时定理成立,故等式两边作为多项式是一样

的,所以 δ = 0时定理也成立.

推论 2.5.7. 结式满足下述四条性质,且由这些性质唯一决定:

(1) 若 m = 0,则 Res( f ,g) = an
0,若 n = 0,则 Res( f ,g) = bm

0 .

(2) Res(x−a1,x−b1) = b1−a1.

(3) Res(g, f ) = (−1)mnRes( f ,g).

(4) Res( f g,h) = Res( f ,h)Res(g,h).

证明. 一方面由定义或者定理知结式满足条件 (1)-(4). 反过来,若

f (x) = a(x−u1) · · ·(x−um),

g(x) = b(x− v1) · · ·(x− vn),

R′( f ,g)为满足条件 (1)-(4)的函数,则

R′( f ,g) = anbm ∏
1≤i≤m
1≤ j≤n

(v j−ui) = Res( f ,g).

推论 2.5.8. 设 f (x),g(x) ∈ C[x]. f 与 g有公共零点当且仅当它们的结式 Res( f ,g) = 0.

证明. 这是定理的直接推论.

取 R为一元复多项式环,我们得到如下著名结果:

推论 2.5.9 (Bezout). 设 f (x,y), g(x,y) ∈C[x,y]是 C上 2元不可约多项式且 g 6= c f (c ∈C). 则曲
线 f (x,y) = 0与 g(x,y) = 0相交于有限多个点.

证明. 将 f 与 g均当作 C[x][y]中的元素,考虑它们关于 y的结式 Res( f ,g) ∈ C[x]. 由于 g 6= c f ,

Res( f ,g)不是零多项式,故它只有有限多个零点.
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习题 2.5

习题 1. 计算行列式

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

cosθ1 cosθ2 · · · cosθn
...

...
...

cos(n−1)θ1 cos(n−1)θ2 · · · cos(n−1)θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 · · · n2

22 32 · · · 12

...
...

...

n2 12 · · · (n−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p0 p1 · · · pn−1

p1 p2 · · · pn
...

pn−1 pn · · · p2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, pk =

n

∑
i=1

xk
i ; (4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a0 +b0)
n (a0 +b1)

n · · · (a0 +bn)
n

(a1 +b0)
n (a1 +b1)

n · · · (a1 +bn)
n

...

(an +b0)
n (an +b1)

n (an +bn)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

习题 2. 试求 Vandermonde行列式 det V (1,2, · · · ,n).

习题 3. 设 a1,a2, · · · ,an 是整数. 证明: det V (a1,a2, · · · ,an)被 det V (1,2, · · · ,n)整除.

习题 4. 计算复矩阵

A =



a0 a1 · · · an−2 an−1

a1 a2 · · · an−1 a0
...

...
...

...
...

an−2 an−1 · · · an−4 an−3

an−1 a0 · · · an−3 an−2


的行列式,给出它可逆的充分必要条件,并在它可逆时求逆.

习题 5. 设复系数多项式 f (x) = x2 +ax+1, g(x) = x3 + x2 +b,其中 a,b是常数.

(1) 试写出 f 与 g的结式 Res( f ,g)对应的 Sylvester矩阵.

(2) 给出 gcd( f ,g) 6= 1的充分必要条件.

习题 6. 移到第三章第 4节，此处删掉: 设 f 和 g分别是 m次和 n次复系数多项式. 证明: f 与

g的 Sylvester方阵 S的秩 rank(S) = m+n−deg(gcd( f ,g)).

习题 7. 设 f (x) ∈ C[x]是 n次首一多项式,它的根为 α1, · · · ,αn. 设 f ′(x)是 f (x)的导数, D( f ) =

∏i< j(αi−α j)
2是 f 的判别式. 证明:

Res( f , f ′) =
n

∏
i=1

f ′(αi) = (−1)
n(n−1)

2 D( f ).

2.6 更多例子

2.6.1 行列式的计算

求方阵的行列式的方法有很多. 最基本的计算过程是初等变换,通过它将矩阵变化为包含

更多零元的矩阵,这个过程俗称为打洞. 由于初等变换前后行列式的变化规律很容易记录:
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• 交换方阵的两行 (列)之后,行列式变为原行列式的相反数.

• 将某行 (列)乘以非零常数 λ 之后,行列式变为原行列式的 λ 倍.

• 将某行 (列)的常数倍加到另一行 (列)之后,行列式保持不变.

这样原行列式的值就可以由新行列式的值得到. 经过这番处理后,要么新行列式已经很容易计

算 (比如它是 (准) 三角阵的行列式), 要么它可以通过 Laplace 展开来直接计算或者建立递推

关系来计算. 当然,还有一些其它方法,比如对矩阵加边后再做初等变换,或者视行列式为多项

式并运用韦达定理 (即多项式根与系数的关系), 或者巧妙利用矩阵乘法 (例如上一节得到的公

式 (2.24))等. 我们下面分别举例说明.

为方便起见,我们采用以下记号来表示行列式的初等变换. 我们分别用 ri↔ r j、λ ri、λ ri→
r j 表示第 i, j两行互换、第 i行乘常数 λ、第 i行乘 λ 加到第 j行. 类似地,分别用记号 ci↔ c j、

λci、λci→ c j 表示对应的三类列变换. 例如,把第 2行的 3倍加到第 3行,就记为 3r2→ r3;将

第 3列乘 −2则记为 −2c3.

例 2.6.1. 计算下列行列式:

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 · · · n−1 n

2 3 · · · n 1
...

...
...

n 1 · · · n−2 n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a · · · a

a x · · · a
...

...
. . .

...

a a · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解. 这两个行列式的计算都是标准方法,利用初等变换将原行列式变为含有较多零元的行列式.

记要求的行列式为 ∆.

(1)我们有

∆ =
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 · · · n−1 n

1 3 · · · n 1
...

...
...

...

1 1 · · · n−2 n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n(n+1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 · · · n−1 n

0 1 · · · 1 1−n
...

...
...

...

0 1−n · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 · · · −1 −1

1 1 · · · 1−n 1
...

...
...

...

1−n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n(n+1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 · · · −1 −1

0 0 · · · −n 0
...

...
...

...

−n 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

=(−1)
n(n−1)

2 · n(n+1)
2

nn−2.

(2)此时

∆ =(x+(n−1)a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a x · · · a
...

...
. . .

...

a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x+(n−1)a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

0 x−a · · · 0
... · · ·

. . .
...

0 0 x−a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(x+(n−1)a)(x−a)n−1.
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例 2.6.2. 设 0≤ θ ≤ π . 求

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2cosθ 1

1 2cosθ 1
. . .

. . .
. . .

. . . 2cosθ 1

1 2cosθ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解. 首先设 θ 6= 0,π ,即 sinθ 6= 0. 将行列式按第一行展开就得到

∆n = 2cos(θ)∆n−1−∆n−2,

故有递推式

∆n−2cos(θ)∆n−1 +∆n−2 = 0.

且满足初值条件

∆1 = 2cos(θ), ∆2 = 4cos2(θ)−1.

考虑所有满足递归条件

an+2−2cos(θ)an+1 +an = 0 (n≥ 1)

的数列 (an)
∞
n=1. 显然数列由 (a1,a2)唯一决定. 我们考虑数列前三项 (a1,a2,a3) = (1,q,q2)的特

殊数列,则 q满足

q2−2cos(θ)q+1 = 0 =⇒ q = cos(θ)± isin(θ) = e±iθ ,

且由递归式及数学归纳法可得 an = qn−1 对任意 n≥ 1成立,即这样的数列有 2个,它们是首项

为 1公比是 q的等比数列.

令 q1 = eiθ , q2 = e−iθ . 若存在常数 c1,c2使得

∆1 = 2cos(θ) = c1 + c2, ∆2 = 4cos2(θ)−1 = c1q1 + c2q2, (2.27)

则同样由递归式及数学归纳法得 ∆n = c1qn−1
1 + c2qn−1

2 = c1ei(n−1)θ + c2e−i(n−1)θ . 故我们只要求

解 c1, c2的线性方程组 (2.27),得

c1 =
−e2iθ

e−iθ − eiθ , c2 =
e−2iθ

e−iθ − eiθ .

故

∆n =
−ei(n+1)θ + e−i(n+1)θ

e−iθ − eiθ =
sin(n+1)θ

sinθ
.

最后考虑 sinθ = 0的情形. 由于 ∆n 是 θ 的连续函数,只要考虑它在 θ → 0和 θ → π 时的
极限即可. 若 θ = 0,得 ∆n = n+1;若 θ = π ,得 ∆n = (−1)n(n+1).

例 2.6.3. 计算下述柯西方阵Cn 的行列式 ∆n :

Cn =Cn(a1, · · · .an;b1, · · · ,bn) =



1
a1 +b1

1
a1 +b2

· · · 1
a1 +bn

1
a2 +b1

1
a2 +b2

· · · 1
a2 +bn

...
...

...
1

an +b1

1
an +b2

· · · 1
an +bn


.



2.6 更多例子 79

解法 1. 这个解法主要利用递推关系. 我们有

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1 +b1

· · · 1
a1 +b j

· · · 1
a1 +bn

a1−a2

(a2 +b1)(a1 +b1)
· · · a1−a2

(a2 +b j)(a1 +b j)
· · · a1−a2

(a2 +bn)(a1 +bn)
...

...
a1−an

(an +b1)(a1 +b1)
· · · a1−an

(an +b j)(a1 +b j)
· · · a1−an

(an +bn)(a1 +bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∏
2≤i≤n

(a1−ai)

∏
1≤ j≤n

(a1 +b j)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
1

a2 +b1

1
a2 +b2

· · · 1
a2 +bn

...
...

1
an +b1

1
an +b2

· · · 1
an +bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
2≤i≤n

(a1−ai)(b1−bi)

∏
1≤ j≤n

(a1 +b j) ∏
2≤ j≤n

(a j +b1)
∆n−1,

这里第一个等式是做变换 −r1→ ri (i = 2, · · · ,n), 第二个等式是第 i行提取因子 a1− ai (i ≥ 2)

及第 j 列提取因子 1
a1+b j

( j ≥ 1),第三个等式是做列变换 −c1→ ci (i = 2, · · · ,n)然后提取行共
同因子 1

a j+b1
( j ≥ 2)及列共同因子 b1−bi (i≥ 2)并降阶,而

∆n−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a2 +b2

· · · 1
a2 +bn

...
...

1
an +b2

· · · 1
an +bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由递推关系,故得

∆n =
n−1

∏
k=1

∏
k<i≤n

(ak−ai)(bk−bi)

∏
k≤ j≤n

(ak +b j) ∏
k< j≤n

(a j +bk)
∆1 =

∏
1≤k<i≤n

(ak−ai)(bk−bi)

∏
1≤k, j≤n

(ak +b j)
.

解法 2. 这个方法使用韦达定理. 令 fi j = ∏
1≤k≤n,k 6= j

(ai +bk). 则

Dn = ∏
1⩽i, j⩽n

(ai +b j) ·∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f11 · · · f1n

· · · · · · · · ·
fn1 · · · fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
是关于变量 ai,b j 的 n(n−1)次齐次多项式. 由于当 ai = a j 时, ∆n = 0. 故 ai−a j(1≤ i < j ≤ n)

为 Dn 的因子. 同理, bi−b j 也是 Dn 的因子. 根据韦达定理,故 Dn = λ ∏
1⩽i< j⩽n

(ai−a j)(bi−b j),

其中 λ 是常数. 取

ai =
1
2
+ ix, b j =

1
2
− jx.

那么当 x→ ∞时, ∆n→ 1,即可得到 λ = 1.
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例 2.6.4. 计算

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 +a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 x2 +a2b2 · · · a2bn
...

...

anb1 anb2 · · · xn +anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解法 1. 这个行列式可以通过添加一条边来解决. 若 xi全不为 0,则

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −b1 −b2 · · · −bn

0 x1 +a1b1 a1b2 · · · a1bn
...

...
...

...

0 anb1 anb2 · · · xn +anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −b1 −b2 · · · −bn

a1 x1 0 · · · 0
...

...
...

...

an
... 0 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1+∑ aibi
xi
−bn · · · −b1

0 x1
...

. . .

0 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=x1 · · ·xn

(
1+∑ aibi

xi

)
= x1 · · ·xn +

n

∑
i=1

(
aibi ∏

j 6=i
x j

)
.

若存在 xi = 0,则利用连续性,得 ∆ = aibi ∏
j 6=i

x j.

解法 2. 这个方法应用恒等式 det(In−AB) = det(Im−BA),其中 A ∈ Fn×m, B ∈ Fm×n.

令 Λ = diag(x1, · · · ,xn). 若 xi全不为 0,则

det

Λ+


a1
...

an

(b1, · · · ,bn)

= det(Λ)det

I +Λ−1


a1
...

an

(b1, · · · ,bn)



=det(Λ)

1+(b1, · · · ,bn)Λ−1


a1
...

an




=x1 · · ·xn

(
1+∑ aibi

xi

)
= x1 · · ·xn +

n

∑
i=1

(
aibi ∏

j 6=i
x j

)
.

若存在 xi = 0,则运用连续性得 ∆ = aibi ∏
j 6=i

x j.

例 2.6.5. 计算

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1+a1 +b1 a1 +b2 · · · a1 +bn

a2 +b1 1+a2 +b2 · · · a2 +b2
...

...
. . .

...

an +b1 an +b2 · · · 1+an +bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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解法 1. 通过加边来解决. 先加一条边,然后做变换 −r1→ ri (i = 2, · · · ,n+1),得

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b1 · · · bn

0 1+a1 +b1 · · · a1 +bn
...

...
. . .

...

0 an +b1 · · · 1+an +bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b1 · · · bn

−1 1+a1 · · · a1
...

...
. . .

...

−1 an · · · 1+an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

再加一条边,然后做变换 −c1→ ci (i = 3, · · · ,n+2),得

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

0 1 b1 · · · bn

a1 −1 1+a1 a1
...

...
...

an −1 an · · · 1+an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −1 · · · −1

0 1 b1 · · · bn

a1 −1 1
...

...
. . .

an −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

现在做列变换 c3 + · · ·+ cn+2→ c2和列变换 −a1c3−·· ·−ancn+2→ c1,就得到

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −n −1 · · · −1

0 1+∑bi b1 · · · bn

a1 0 1
...

...
. . .

an 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1+∑ai −n −1 · · · −1

−∑aibi 1+∑bi b1 · · · bn

0 0 1
...

...
. . .

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
1+

n

∑
i=1

ai

)(
1+

n

∑
i=1

bi

)
−n

n

∑
i=1

aibi.

解法 2. 应用恒等式 det(In−AB) = det(Im−BA),原式可化为

det

I +


a1 1
...

...

an 1


(

1 · · · 1

b1 · · · bn

)= det

I +

(
1 1 · · · 1

b1 b2 · · · bn

)
a1 1
...

...

an 1




=

∣∣∣∣∣ 1+∑ai n

∑aibi 1+∑bi

∣∣∣∣∣=
(

1+
n

∑
i=1

ai

)(
1+

n

∑
i=1

bi

)
−n

n

∑
i=1

aibi.

例 2.6.6. 计算

f (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a1 a2 · · · an−1

a1 x a2 · · · an−1
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解. 首先按照行列式的展开公式可知 f (x) 是 n 次首一多项式. 再在行列式中代入 x = ai (i =

1, · · · ,n− 1)可以看出 f (ai) = 0,即 a1, · · · ,an−1 是 f (x)的根. 再将行列式每一列元素分别加到

第一列可以得到因子 x+a1 + · · ·+an−1,所以由韦达定理就有

f (x) = (x+a1 + · · ·+an−1)(x−a1) · · ·(x−an−1) .
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2.6.2 分块矩阵的更多应用

例 2.6.7. 设 A为 n阶方阵. 证明: A2 = A⇔ r(A)+ r(In−A) = n.

证明. 设 A = P

(
Ir O
O O

)
Q,其中 P, Q可逆. 记 QP =

(
R1 R2

R3 R4

)
,其中 R1是 r阶方阵. 则

A = P

(
Ir O
O O

)
QPP−1 = P

(
R1 R2

O O

)
P−1,

A2 = P

(
R2

1 R1R2

O O

)
P−1, In−A = P

(
Ir−R1 −R2

O In−r

)
P−1.

一方面,若 A2 = A,则 R1(R1 R2) = (R1 R2),所以 r = r(R1 R2)≤ r(R1)≤ r. 这说明 r(R1) = r

即 R1 可逆. 再由 R2
1 = R1 就有 R1 = Ir. 因此 r(In−A) = n− r.

另一方面,由于 r(In−A)≥ r(In−r)+ r(Ir−R1),若 r(In−A) = n− r,则 R1 = Ir 且 A2 = A.

例 2.6.8. 证明: r(AB) = r(A)当且仅当存在矩阵 X 使得 ABX = A.

证明. 若 ABX = A,则

r(A) = r(ABX)≤ r(AB)≤ r(A),

故 r(AB) = r(A).

另一方面,设 r(AB) = r(A). 设 A = P

(
Ir O
O O

)
Q,其中 P, Q为可逆阵. 记 QB =

(
C1

C2

)
其中

C1 的行数是 r,则 AB = P

(
C1

O

)
. 由 r(AB) = r 知 C1 是行满秩矩阵. 令 D1 是它的一个右逆. 则

X = (D1 O)Q就满足 ABX = A.

例 2.6.9. 证明: r

(
A B

O D

)
= r(A)+ r(D)的充分必要条件是存在 X ,Y 使得 B = AX +Y D.

证明. 先证充分性. 若存在 X ,Y 使得 B = AX +Y D,则(
A B

O D

)
=

(
I Y

O I

)(
A O
O D

)(
I X

O I

)
.

等式两边的秩相等,故 r

(
A B

O D

)
= r(A)+ r(D).

再证必要性. 设 A = P1

(
Ir O
O O

)
Q1, D = P2

(
Is O
O O

)
Q2. 则

(
P−1

1 O
O P−1

2

)(
A B

O D

)(
Q−1

1 O
O Q−1

2

)
=


Ir O B1 B2

O O B3 B4

O O Is O
O O O O

 .
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由于等式右边矩阵的秩是 r+ s≥ r(Ir)+ r(Is)+ r(B4),故 B4 = O. 因此

B = P1

(
B1 B2

B3 O

)
Q2 = AQ−1

1

(
B1 B2

O O

)
Q2 +P1

(
O O
B3 O

)
P−1

2 D.

习题 2.6

习题 1. 求

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x · · · x

y a2
. . . x

...
. . .

. . .
. . .

y y · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

习题 2. 设 n阶方阵 A = (C j
i ),其中我们约定C j

i = 0若 i < j. 求 A−1.

习题 3. 设方阵 A = (ai j)n×n,其中 ai j = i+ j. 求 det(A+ I).

习题 4. 求矩阵 A的秩,其中

A =


a 1 · · · 1

1 a · · · 1
. . .

1 1 · · · a

 .

习题 5. 设 n是偶数, A = (ai j)是 n阶反对称阵. 证明:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x

· · · · · · · · · · · ·
an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|.

习题 6. 设 K 是 n阶反对称实矩阵. 证明: 对任意非零实数 x,矩阵 xIn +K 均可逆.

习题 7. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m. 证明: xn det(xIm−AB) = xm det(xIn−BA).

习题 8. 证明: 当 n阶方阵 A的秩分别为 n, n−1和 < n−1时,伴随矩阵 A∗ 的秩分别为 n, 1和

0.

习题 9. 设 A是 n阶方阵. 证明: r(A)+ r(In−A) = n+ r(A2−A).

习题 10. 求所有方阵 A,使得 A∗ = AT .

习题 11. 证明: 偶数阶反对称复方阵 A的代数余子式 Ai j 之和等于 0.

习题 12. 设 n阶实方阵 A的所有元都取值 1或者 −1. 证明: |det(A)| ≤ n
n
2 . 给出一个 4阶方阵

的例子使得等号成立.
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2.7 整矩阵与多项式矩阵的相抵

本节讨论整系数矩阵与多项式矩阵的相抵,即 Smith标准形理论.

2.7.1 整环上的矩阵

首先设 R是整环. 环 R上的 m×n矩阵集合记为 Rm×n.

与域上的矩阵一样,我们定义 R上矩阵的加法、数乘和乘法运算,以及方阵的行列式和余

子式等. 在研究域上矩阵的性质时,只要性质的叙述和证明中只使用到域的加减法和乘法运算,
而不涉及除法运算,那么这些性质就可以平行地推广到整环的矩阵上来,特别地,我们有:

定理 2.7.1. 对于整环上的矩阵,下列性质成立.

(1) 矩阵乘法满足结合律,即 (AB)C = A(BC).

(2) 行列式是积性函数,即 det(AB) = det(A)det(B).

(3) 行列式的 Laplace展开公式成立.

(4) Binet-Cauchy公式成立.

(5) 设 A是 n阶方阵, A∗是它的伴随阵. 则 AA∗ = A∗A = det(A)In.

定义 2.7.1. 矩阵 A的秩即它的极大非零子式的阶,记为 rank(A)或者 r(A).

n阶方阵 A可逆是指存在 R上的方阵 B使得 AB = BA = In,此时 B是唯一的,称为 A的逆,

记为 A−1. n阶方阵 A满秩是指它的秩等于 n.

引理 2.7.2. 方阵 A可逆当且仅当 det(A) ∈ R×,即 det(A)是乘法可逆元.

证明. 若 A可逆, AA−1 = In, 故 det(A)det(A−1) = 1, 因此 det(A) ∈ R×. 反之, 若 det(A) ∈ R×, 令

B = 1
det(A)A

∗,则 AB = BA = In,即 A可逆.

与域的情形一样,容易验证整环 R上的 n阶可逆阵集合在矩阵乘法意义下构成群,即一般

线性群 GLn(R),它里面行列式等于 1的可逆阵集合构成特殊线性群 SLn(R).

例 2.7.1. 考虑 R = Z和 F [x]这两种常见情况.

(1) 当 R = Z时,整系数方阵 A可逆当且仅当 det(A) ∈ Z× = {±1},此时我们称它为幺模矩阵
(unimodular matrix). 需要注意 A作为整系数矩阵可逆和作为有理系数矩阵可逆是不一样

的,例如 A =

(
2 0

0 1

)
作为有理系数矩阵可逆,但作为整系数矩阵不可逆.

(2) 当 R = F [x]时,多项式方阵 A可逆当且仅当 det(A) ∈ (F [x])× = F×. 可逆多项式方阵有时

也称为幺模矩阵.

显然,若方阵可逆则它必然满秩.
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例 2.7.2. 设 A是 F 上的 n阶方阵. 则 xIn−A是 F [x]上的方阵,它的行列式即 A的特征多项式

φA(x) = det(xIn−A)是 n次首一多项式,故 xIn−A的秩是 n,即它是满秩方阵,但它不是可逆阵.

这说明对于多项式方阵而言,满秩不保证可逆. 更一般地,只要整环 R不是域,满秩与可逆就是

两个不同的概念.

与域的情形一样,整环上矩阵的初等变换和它对应的初等矩阵 (即对单位阵做此初等变换

得到的矩阵)如下给出:

(I) 第一类初等变换: 互换两行或者两列. 此变换的逆变换是它自身,对应的初等矩阵为 Pi j.

(II) 第二类初等变换: 对某行或列乘以 λ 倍,其中 λ ∈ R×. 此变换的逆变换就是对该行或列乘

以 λ−1倍,对应的初等矩阵为 Di(λ ).

(III) 第三类初等变换: 将某行或列的 a倍 (a ∈ R)加到另外一行或者列. 此变换的逆变换就是

对第一行或列乘以 −a倍加到后面一行或者列,此时的初等矩阵为 Ti j(a).

注意到矩阵的初等变换是可逆变换,且逆变换是相同类型的变换. 可以看出第一类和第三类初

等变换与域上矩阵情形并无不同,但对于第二类初等变换,为保证它是可逆变换,我们需要 λ 是
R上的乘法可逆元这个条件.

命题 2.7.3. (1) 初等矩阵都是可逆阵:

P−1
i j = Pi j, Di(λ )−1 = Di(λ−1), Ti j(a)−1 = Ti j(−a).

(2) 对矩阵做初等行变换相当于对该矩阵左乘相应的初等矩阵, 对矩阵做初等列变换相当于

对该矩阵右乘相应的初等矩阵.

2.7.2 整系数和多项式系数矩阵的相抵

本节自此起设 R = Z或者 F [x],即矩阵是整系数或多项式系数矩阵.

定义 2.7.2. 设 a ∈ R. 称

h(a) =

|a|, 若 R = Z;

deg(a), 若 R = F [x]

为 a的高度. 若 a > 0 (R = Z时)或者 a首一 (R = F [x]时),称 a恒正.

容易看出,对于任意 a,b ∈ R,若 a 6= 0而 b是 a的真因子,则 h(b)< h(a);若 a 6= 0,则 R上

的带余除法就是说存在唯一的商 q ∈ R和余数 (式) r ∈ R,使得

b = qa+ r, h(r)< h(a). (2.28)

定义 2.7.3. 设 A是 R上 m×n矩阵. 对于 1≤ k ≤ r = rank(A),

(1) A的第 k个行列式因子Dk(A)是指它所有 k阶子式的最大公因子;多重集 {D1(A), · · · ,Dr(A)}
称为 A的行列式因子组.
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(2) A的不变因子 dk(A) = Dk(A)/Dk−1(A),此处记 D0(A) = 1. 多重集 {d1(A), · · · ,dr(A)}称为
A的不变因子组.

注记. 在集合论的学习中,集合中的元素是不可重复的,这样的集合也叫单重集. 线性代数学习

中,我们需要使用多重集 (multi-set)的概念,也就是说里面的元素可以重复出现. 不变因子组,

以及后面定义的初等因子组和向量组都是多重集.

引理 2.7.4. Dk−1(A) | Dk(A),故 dk(A) ∈ R.

证明. 由 Laplace展开公式,每个 k阶子式都是 k−1阶子式的线性组合,因此它们都是 Dk−1(A)

的倍式 (倍数),故 Dk−1(A) | Dk(A).

命题 2.7.5. 设 A是 R上的矩阵, B是 A经初等变换得到的矩阵. 则对任意 1≤ k ≤min{m,n}, B

的 k阶子式都是 A的 k阶子式的线性组合. 故

(1) 秩 rank(A) = rank(B);

(2) 对于 1≤ k ≤ rank(A),行列式因子 Dk(A) = Dk(B),不变因子 dk(A) = dk(B).

证明. 首先假设我们已经证明 B的 k阶子式都是 A的 k阶子式的线性组合. 则 B的 k > rank(A)

阶子式都等于 0,所以 rank(B)≤ rank(A),再由于初等变换是可逆变换,所以 rank(A)≤ rank(B)

从而二者相等. 由于 B的 k ≤ rank(A) = rank(B)阶子式都是 Dk(A)的倍式,所以 Dk(A) | Dk(B),

再利用初等变换的可逆性,就得到 Dk(A) = Dk(B)且 dk(A) = dk(B).

这样就只需证明 B的 k 阶子式都是 A的 k 阶子式的线性组合. 这是 Binet-Cauchy公式的

直接推论 (读者可以自行推导),这里的证明直接考虑初等变换对行列式的影响.

不妨设初等变换是行变换. 从此处开始到证明结束均有修改 设讨论的 B 的子矩阵是

B

[
I

J

]
= B

[
i1, i2, · · · , ik
j1, j2, · · · , jk

]
.

(i) 初等变换涉及到的行都在或者都不在集合 I 中. 此时

det B

[
I

J

]
= cdet A

[
I

J

]
,

其中 c =±1或者某 λ .

(ii) 初等变换互换第 i, j行,其中 i ∈ I 而 j /∈ I. 令 I′ = (I∪{ j})\{i},则

det B

[
I

J

]
=±det A

[
I′

J

]
.

(iii) 初等变换将第 j行的 a倍加到第 i行,其中 i ∈ I 而 j /∈ I. 同样令 I′ = (I∪{ j})\{i},则

det B

[
I

J

]
= det A

[
I

J

]
±adet A

[
I′

J

]
.

引理 2.7.6. 设 (a,∗, · · · ,∗)与 (b,∗, · · · ,∗)是矩阵 A的两行且 a 6= 0. 则经过有限次初等行变换后

可以将这两行变为 (d,∗, · · · ,∗)与 (0,∗, · · · ,∗),而其余行不变,这里 d 是 a和 b的最大公因子.
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证明. 这个结果实际上就是欧几里得算法的实现.不妨设 (a,∗, · · · ,∗)是 A的第 1行, (b,∗, · · · ,∗)
是第 2行. 设 b = qb+ r,则第 1行的 −q倍加到第 2行,第 2行就变为 (r,∗, · · · ,∗). 若 r 6= 0,令

a = q1r+ r1. 则第 2行的 −q1 倍加到第 1行,第 1行就变为 (r1,∗, · · · ,∗)). 继续这个过程,经过

有限次变换后,我们就将 a与 b中一个变为 0,另外一个与最大公因子 d 相差一个乘法可逆元.

再做一次第二类变换 (将非零元变为 d)和最多一次第一类变换 (使得 a = d而 b = 0),就得到引

理所要求的形式.

定理 2.7.7. 任意非零阵 A经过有限次初等变换可以变为矩阵 S =

(
D O
O O

)
的形式, 其中 D =

diag(d1, · · · ,dr), dk恒正,且 d1 | d2 | · · · | dr,而且这样形式的 S是唯一的: r = rank(A)和 dk = dk(A)

由 A决定.

证明. (1)首先证明 A可以经有限次初等变换变为形为 S的矩阵.

(i)由于 A 6= 0,设 ai j 6= 0,互换第 i行与第 1行,再互换第 j列与第 1列,最后对第 1行乘以

a11 的符号或者首项系数的逆,这样得到的新矩阵 A就满足 a11恒正.

(ii)我们证明断言: 若存在元素 ai j 使得 a11 ∤ ai j,则可以经过有限次初等变换,使得变换后

的 a11 恒正且它的高度比变换前的低:

(a) 若存在 ai1或者 a1 j 不是 a11的倍式 (数),不妨设 a11 ∤ ai1,根据引理 2.7.6,我们可以通过初

等行变换将 a11 替换为 gcd(a11,ai1),它恒正且高度比 a11 的高度低.

(b) 若 a11 | ai1, a11 | a1 j 但 a11 ∤ ai j 对某组 i, j 成立,依次做列变换 − a1 j
a11

c1→ c j 和 c j → c1,得

到的新矩阵第 1行是 (a11, · · ·)而第 i行是 (ai1 + ai j−
a1 j
a11

ai1, · · ·). 根据引理 2.7.6,我们可

以通过有限次初等行变换将 a11替换为 gcd(a11,ai1+ai j−
a1 j
a11

ai1) = gcd(a11,ai j),它恒正且

高度比 a11 的高度低.

(iii)由于高度不能够无限递降,根据断言,可以经过有限次初等变换使得变换后的 a11 恒正

且它是所有 ai j 的公因子. 再经过行变换 − ai1
a11

r1→ ri (i≥ 2)及列变换 − a1 j
a11

c1→ c j ( j ≥ 2),则 A

就变为

(
d1 0
0 B

)
的形式,其中 d1恒正且 B = (bi j)中每个元素均被 d1 整除.

(iv)对 R上的矩阵 d−1
1 B执行步骤 (i)-(iii),再依次递降直至 min{m,n}= 0,我们就通过有限

次初等变换将 A变成了 S那样的形式.

(2) 我们再证 S 的唯一性. 由于初等变换不改变矩阵的秩, 故 r = rank(S) = rank(A). 由于

初等变换不改变行列式因子, 故 Dk(A) = Dk(S), 但根据定义, Dk(S) = d1 · · ·dk, 故 dk = dk(A) =

Dk(A)/Dk−1(A).

命题 2.7.8. 方阵 A是可逆矩阵当且仅当它是初等矩阵的有限乘积.

证明. 一方面,由于初等阵是可逆阵,它们的有限乘积也是可逆阵. 另一方面,若 A是可逆阵,根

据上面的定理,则 A等于 P1 · · ·PsSQ1 · · ·Qt ,其中 Pi, Q j 是初等阵而 S = diag(d1, · · · ,dn)且 di 恒

正. 由于 det(A), det(Pi)及 det(Q j)都是 R的乘法可逆元,故 det(S) = d1 · · ·dn也是 R的乘法可逆

元. 由于 di恒正,这只可能是 d1 = · · ·= dn = 1,从而 S = I 而 A是有限多个初等阵的乘积.

定义 2.7.4. 矩阵 S =

(
D O
O O

)
,其中 D = diag(d1(A), · · · ,dr(A)),称为 A的 Smith标准形.
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显然,给出 A的 Smith标准形等价于给出 A的不变因子组 (当然,不变因子组的信息蕴含了

秩的信息). 定理 2.7.7还告诉我们不变因子间的互相整除关系: d1(A) | · · · | dr(A). 将 A的不变因

子做因式分解:

dk =
s

∏
i=1

peik
i , (2.29)

这里 pi 为互不相同的恒正素因子 (不可约因子), 且 eik ≥ 0. 根据不变因子间的整除关系, 则对

每一个 i均有

ei1 ≤ ei2 ≤ ·· · ≤ eir.

定义 2.7.5. 设元素 0 6= a ∈ R的标准分解为 a = u∏i∈S pei
i ,其中 u是单位, pi 恒正不可约且两两

不同,则称 pei
i 为 a的初等因子,称集合 {pei

i | i ∈ S}是 a的初等因子组.

方阵 A的初等因子组指由它的所有不变因子 dk(A) (1≤ k ≤ rank(A))的初等因子组并起来

得到的多重集,即 {pei j
i | 1≤ i≤ s, 1≤ j ≤ r}.

例 2.7.3. 整数环 Z中的初等因子即素数幂 pk.

例 2.7.4. 根据代数基本定理, C[x]中的不可约多项式都是 1次的,故 C[x]中的初等因子均形如
(x−λ )k,其中 λ ∈ C. 类似地, R[x]中的不可约多项式都是 1次或 2次的, R[x]中的初等因子形
如 (x−λ )k (λ ∈ R),或者形如 (x2−2ax+a2 +b2)k (a,b ∈ R, b 6= 0).

根据定义,对于任意恒正不可约因子 p ∈ R,每个不变因子 dk(A)最多贡献一个形如 pa (a≥
1) 的初等因子, 这就说明方阵的初等因子组中形如 pa (a ≥ 1) 的初等因子最多是 r = r(A) 个.

为论述方便,若 p | dr(A) (等价地说, A的初等因子组中一定有某个非平凡的 p的幂),习惯上会

在初等因子组中添加 p0使得初等因子组中恰好有 r个 p的幂. 今后我们将做如此设定.

命题 2.7.9. 矩阵的 Smith标准形与它的秩和初等因子组互相决定.

证明. 只需证明矩阵的秩和初等因子组决定它的不变因子组即可.

设 A 的初等因子的所有恒正不可约因子为 pi (1 ≤ i ≤ s), 即 dr(A) 的所有恒正不可约因

子. 将以 pi 为底的初等因子的幂次按升序排列, 即初等因子组中 pi 的幂元为 p fi1
i , · · · , p fir

i , 且

0≤ fi1 ≤ ·· · ≤ fir.

另一方面,设 peik
i ‖ dk(A),故 {eik | 1 ≤ k ≤ r} = { fik | 1 ≤ k ≤ r}. 又由于 dk(A) | dk+1(A),故

eik ≤ ei,k+1,即 0≤ ei1≤ ·· · ≤ eir.两者综合起来就说明 eik = fik,所以 dk =
s

∏
i=1

p fik
i 对所有 1≤ k≤ r

成立.

注记. 对于多项式矩阵 A,设 F0是包含 A中所有元素的系数的最小的域,这样 A就是 F0[x]上的

多项式矩阵. 因此 A的所有子式都是 F0 上的多项式, 从而 (作为子式的最大公因子的)行列式

因子和不变因子也都是 F0上的多项式. 这说明 A的不变因子不随着域的扩大而改变,这就是我

们称它是不变因子的原因.

这与初等因子组的情况不同. 例如,设 A是 Q[x]上的多项式矩阵,不变因子 dk(A)在 Q[x],

R[x]和 C[x]中有不同的因式分解,因此得到的初等因子组也是不一样的.

定义 2.7.6. 两个矩阵 A与 B相抵是指存在可逆阵 P与 Q使得 B = PAQ.

定理 2.7.7说明 A与它的 Smith标准形相抵.
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定理 2.7.10. 相抵关系是等价关系,且两个矩阵相抵当且仅当它们有相同的 Smith标准形,即它

们有相同的不变因子组,亦即它们有相同的秩和初等因子组.

证明. 相抵关系是等价关系这是显然的,因此有相同 Smith标准形的矩阵也一定相抵. 反之,若

矩阵 B = PAQ与 A相抵,由命题 2.7.8, P和 Q都是有限个初等矩阵的乘积,再由命题 2.7.5,每

一次左乘或者右乘初等矩阵不改变 Smith标准形,故 A与 B有相同的 Smith标准形.

定理 2.7.11. 设 A =

(
D O
O O

)
,其中 D = diag(a1, · · · ,an)是对角阵, a j 6= 0 ( j = 1, · · · ,n). 则 A的

初等因子组就是 a j ( j = 1, · · · ,n)的初等因子组作为多重集之并.

证明. 不妨设 a1, · · · ,an 恒正. 记 a j =
s

∏
i=1

p fi j
i 为 a j 的因式分解,这里 pi 恒正不可约且两两不同,

fi j ≥ 0. 将 { fi j | j = 1, · · · ,n}从小到大排序:

ei1 ≤ ei2 ≤ ·· · ≤ ein.

注意到 A的秩等于 n,它的 k ≤ n阶子式要么等于 0,要么等于 a j1 · · ·a jk . 设 ptik
i ‖Dk(A). 根据定

义, Dk(A)是 k阶子式的最大公因子,故

tik = min{ fi j1 + · · ·+ fi jk | 1≤ j1 < · · ·< jk ≤ n}= ei1 + · · ·+ eik.

故 dk(A) = Dk(A)/Dk−1(A) =
s

∏
i=1

peik
i . 这就说明 A的初等因子组就是 a j (1 ≤ j ≤ n)的初等因子

组作为多重集之并.

推论 2.7.12. 设矩阵 A = diag(A1,A2, · · · ,At). 则 A的初等因子组是 Ai (1 ≤ i ≤ t)的初等因子组

作为多重集之并.

证明. 令 Ai的 Smith标准形是 Si =

(
Di O
O O

)
. 设 Si = PiAiQi,其中 Pi, Qi可逆. 则


P1

P2

. . .

Pt

A


Q1

Q2

. . .

Qt

=


S1

S2

. . .

St

 ,

故 A相抵于 diag(S1,S2, · · · ,St),而后者可经过第一类初等变换变为

(
D O
O O

)
的形式,其中 D =

diag(D1,D2, · · · ,Dt),故结论由定理立得.

2.7.3 一些例子

例 2.7.5. 设 A =


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

. 通过初等变换求矩阵 xI−A的 Smith标准形.
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解. 我们采用之前使用的初等变换记号,设变换次序从上而下,则有
x−4 −3 4

1 x −2

−1 −1 x

 (x−4)r3→r1−−−−−−−−→
r3→r2,r1↔−r3


1 1 −x

0 x−1 x−2

0 −x+1 x2−4x+4


−c1→c2−−−−→
xc1→c3


1 0 0

0 x−1 x−2

0 −x+1 x2−4x+4

 −c2→c3−−−−→
r2→r3


1 0 0

0 x−1 −1

0 0 x2−3x+2


(x−1)c3→c2−−−−−−−−−→

(x2−3x+2)r2→r3


1 0 0

0 0 −1

0 (x−1)2(x−2) 0

 r2↔r3−−−→
−r2


1 0 0

0 1 0

0 0 (x−1)2(x−2)

 .

例 2.7.6. 设 a1,a2, · · · ,an是两两互素的正整数. 证明: 方阵 A = diag(a1,a2, · · · ,an)的 Smith标准

形为 diag(1, · · · ,1,a1a2 · · ·an).

证明. 首先 det(A) = a1a2 · · ·an 6= 0,故它的秩是 n. 其次,由于 ai 两两互素, A的初等因子也两两

互素,这样就有 d1 = · · ·= dn−1 = 1,而 dn = a1a2 · · ·an.

例 2.7.7. 我们称矩阵

Jn(λ ) = λ In +Nn =



λ 1

λ 1
. . .

. . .

λ 1

λ


n×n

为 Jordan块矩阵. 证明:

(1) 多项式矩阵 xIn− Jn(λ )的不变因子组为 {1, · · · ,1,(x−λ )n},初等因子组为 {(x−λ )n}.

(2) 更一般地,若 J = diag(Jn1(λ1), · · · ,Jns(λs)),则 xIn−J的初等因子组为 {(x−λi)
ni | 1≤ i≤ s}.

证明. (2)由 (1)和推论 2.7.12立得. 至于 (1),注意到

xIn− Jn(λ ) =


x−λ −1

x−λ
. . .

. . . −1

x−λ


n×n

.

只需考虑它去掉第 1列和第 n行的子矩阵就知 D1(xIn−Jn(λ )) = · · ·= Dn−1(xIn−Jn(λ )) = 1,而

Dn(xIn− Jn(λ )) = (x−λ )n是显然的.

例 2.7.8. 试求多项式矩阵

A =


x2(x−1)3(x+1)

x4(x−1)(x+1)3

x(x+1)2(x−1)3


的不变因子,初等因子组和 Smith标准形.
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解. A 的初等因子组是所有对角元的初等因子组之并, 即 {x,x2,x4,x + 1,(x + 1)2,(x + 1)3,x−
1,(x−1)3,(x−1)3},这样它的不变因子就是 {x(x−1)(x+1),x2(x−1)3(x+1)2,x4(x−1)3(x+1)3},
Smith标准形等于 

x(x−1)(x+1)

x2(x−1)3(x+1)2

x4(x−1)3(x+1)3

 .

例 2.7.9. 设多项式矩阵 A 为 4 阶方阵, 初等因子组为 {x2,x4,(x− 1)2,(x− 1)3,x+ 2}. 求它的
Smith标准形 S.

解. 因为这里没有明确给出 A的秩, 所以我们需要分情况讨论. 由于拥有同一个不可约因子底

的初等因子有 2个,故 A的秩 ≥ 2. 分情况讨论,即得

S =


diag(x2(x−1)2,x4(x−1)3(x+1),0,0), 若 rank(A) = 2;

diag(1,x2(x−1)2,x4(x−1)3(x+1),0), 若 rank(A) = 3;

diag(1,1,x2(x−1)2,x4(x−1)3(x+1)), 若 rank(A) = 4.

习题 2.7

习题 1. 求下列整数或多项式矩阵的 Smith标准形.

(1)


30

12

72

 , (2)


1 3 5

2 4 6

3 6 9

 ,

(3)


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

 , (4)


1 −3 0 0 2

1 0 −5 0 3

1 0 0 −7 2

 ,

(5)


x2 + x

x4−1

x3 +1

 , (6)


2x x+ x2 x+ x3

x+ x2 2x2 x2 + x3

x+ x3 x2 + x3 2x3

 .

习题 2. 试求下述多项式矩阵的 Smith标准形,不变因子和初等因子组:

(1)



x 1 · · · 1 1

1 x · · · 1 1
...

...
...

...
...

1 1 · · · x 1

1 1 · · · 1 x


, (2)



x 1 · · · 1 1

0 x · · · 1 1
...

...
...

...
...

0 0 · · · x 1

0 0 · · · 0 x


,

(3)


x2(x−1)3(x+1)

x4(x−1)(x+1)3

x(x+1)2(x−1)3

 .
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习题 3. 设 f (x) = xn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0 ∈ F [x]. 称 n阶方阵

A =



0 −a0

1 0 −a1

. . .
. . .

...

1 0 −an−2

1 −an−1


是 f (x)的友阵 (companion matrix). 试求 xIn−A的 Smith标准形.

习题 4. 设 A =

(
x3−1

x5−1

)
. 试求 A的不变因子,并求它在有理数域上的初等因子组.

习题 5. 设 R = Z或者 F [x]. 证明 R上的方阵 A与它的转置 AT 相抵.

习题 6. 证明: 整系数线性方程组 Ax = b有整数解的充分必要条件是 (A,b)与 (A,0)相抵.

习题 7. 设 R = Z 或者 F [x]. 证明: (a,b) 是 R 上某个 2 阶可逆阵 (幺模阵) 的第一行当且仅当

gcd(a,b) = 1. 你能否将这个结论推广到一般情形.

习题 8. 设 S =

(
0 1

−1 0

)
, T =

(
1 1

0 1

)
. 证明: 行列式等于 1的 2阶整矩阵 A均可以表示为有

限多个 S, T 以及 T−1 的乘积.



第三章 线性空间和线性变换理论进阶

本章及以后章节,我们用希腊字母 λ ,µ,ν 表示域 F 中的数,用黑体小写字母 a,b,c等表示
数组向量,用希腊字母 α,β ,γ 表示一般向量,用大写字母 A,B,C表示矩阵.

3.1 一般线性空间

3.1.1 数组空间

在《线性代数 I》中,我们已经学习过数组空间的概念和基本理论.

设 F 是域. 对于正整数 n,所谓数组空间 Fn 就是由 F 上的 n元数组构成的集合. 每个数组

通称为向量. 如果将向量写为列的形式,数组空间 Fn 就是列向量矩阵集合 Fn×1. 从一般矩阵加

法运算和数乘运算就得到数组空间上的向量加法运算以及数与向量的数乘运算. 当然也可将

数组空间等同于行向量空间 F1×n. 如不做特别说明,本书后面章节中我们将 Fn 与列向量空间

Fn×1 等同.

数组空间是线性空间的一种特殊情况. 一方面,数组空间上的概念和基本理论都可以平行

推广到一般线性空间里面,对此我们将在下一小节阐述. 另一方面,数组空间是可计算的线性空

间,它与矩阵计算结合起来. 我们在此列举其中一些重要结论.

首先, 设 a1, · · · ,am ∈ Fn. 则 (a1, · · · ,am) 可以视为 n×m 矩阵, 记为 A. 这样线性关系 b =

x1a1 + · · ·+ xmam 可以用矩阵乘法记为

b = (a1, · · · ,am)


x1
...

xm

= A


x1
...

xm

 . (3.1)

我们有

(i) 向量 b由向量组 {a1, · · · ,am}线性表示等价于 b可以写为 (3.1)的形式,或言之,线性方程

组 Ax = b有解.

(ii) 向量组 {a1, · · · ,am} 线性无关就是指齐次线性方程组 Ax = 0 只有零解. 此时若 a 由
{a1, · · · ,am}线性表示,则 a写为 (3.1)的形式是唯一的.

(iii) 向量组 {a1, · · · ,am}是 Fn 的一组基当且仅当 A是 n阶可逆矩阵 (故一定有 m = n). 此时

A−1a就是向量 a在此基下的坐标.

其次,设 A是 n×m矩阵. 则 A的列向量组是数组空间 Fn×1 中的向量组, A的行向量组是

数组空间 F1×m中的向量组. 我们有

93
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(i) A的行秩即行向量组的极大无关组的阶等于 A的列秩,也就是 A的最大非零子式的阶. 这

个量就是矩阵的秩.

(ii) 初等行 (列)变换前后矩阵的行 (列)向量组是等价的行 (列)向量组,列 (行)向量组里的线

性关系不改变,从而初等变换不改变矩阵的行秩与列秩.

3.1.2 一般线性空间

一般线性空间是数组空间的推广. 数组空间的理论,简而言之,是建立在数组向量的加法和

数乘两种基本运算之上的理论. 对一个非空集合,如果恰当定义其中元素的加法以及它与基域

元素的数乘运算,就得到线性空间的概念,发展出一般线性空间的理论.

本节出现的很多结果,是数组空间结果的自然推广,其证明也是完全一样的. 大家可以用本

节的证明去回忆数组空间对应结果的证明.

定义 3.1.1. 设 F 是域. 设 V 是非空集合, 其中元素称为向量. V 称为 F 上的线性空间 (vector

space),又称 F-线性空间,是指 V 上配备有向量加法运算 V ×V → V , (α,β ) 7→ α +β 及数与向
量间的数乘运算 F×V →V , (λ ,α) 7→ λ ·α = λα ,它们满足下述八条公理:

A1 加法交换律: 对任意 α,β ∈V ,均有 α +β = β +α .

A2 加法结合律: 对任意 α,β ,γ ∈V ,均有 (α +β )+ γ = α +(β + γ).

A3 零向量: 存在零向量 0 ∈V 使得 0+α = α +0 = α 对任意 α ∈V 成立.

A4 负向量: 对任意 α ∈V ,存在 −α ∈V ,使得 a+(−α) = (−α)+α = 0.

M1 数乘结合律: 对任意 λ ,µ ∈ F 及 α ∈V ,均有 λ (µ ·α) = (λ µ)α .

M2 恒等数乘: 对任意 α ∈V ,均有 1 ·α = α .

D1 数乘对域上加法的分配律: 对任意 λ ,µ ∈ F 及 α ∈V ,均有 (λ +µ)α = λα +µα .

D2 数乘对向量加法的分配律: 对任意 λ ∈ F 及 α,β ∈V ,均有 λ (α +β ) = λα +λβ .

注记. (1) 公理 A1-A4就是说 V 是加法交换群. 由这些公理,可以定义向量减法:

α−β := α +(−β ).

(2) 公理M1-M2就是通常的数乘定义. 数乘也称标量乘法或纯量乘法.

(3) 公理 D1又称左分配律,公理 D2又称右分配律.

(4) 这八条公理不是完全独立的.

例 3.1.1. (1) 零空间 {0}是最简单的线性空间,我们也常简记之为 0.

(2) 数组空间 Fn是大家最为熟知的线性空间.

(3) 所有 F 上 m×n矩阵集合 Fm×n在矩阵加法和数乘意义下构成线性空间.
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(4) 多项式环 F [x]在多项式加法和乘法意义下是 F 上的线性空间. 特别地,所有 < n次多项

式构成的集合 F [x]<n也是线性空间.

(5) 设 F 是 E 的子域. 则 E 是 F-线性空间. 故复数域 C 是 R-线性空间 (实线性空间) 也是

Q-线性空间 (有理线性空间),而 R是 Q-线性空间.

(6) 考虑正实数集合 R+. 定义它上面的加法为 x⊕ y = xy,数乘为 λ � x = xλ . 则 (R+;⊕,�)构
成 R-线性空间,它的零向量是 1,向量 x的负向量是 1/x.

例 3.1.2. 域 F 上所有 n阶上三角阵 (下三角阵, 对角阵, 对称阵, 反对称阵)集合在矩阵加法和

数乘意义下均是 F-线性空间.

例 3.1.3. 设 A是方阵. 则所有形如 f (A)的方阵集合,其中 f (x) ∈ F [x],在矩阵加法和数乘意义

下构成 F-线性空间,记为 F [A].

例 3.1.4. 区间 [a,b]上的实连续函数集合 C [a,b]是 R-线性空间. 区域 D上的复解析函数集合

C an(D)是 C-线性空间.

例 3.1.5. 记 F [[x]] =
{

f (x) = ∑
n≥0

anxn | an ∈ F
}
是 F 上的形式幂级数集合. 定义它上面的加法

和数乘为

∑
n≥0

anxn + ∑
n≥0

anxn = ∑
n≥0

(an +bn)xn, c ·∑
n≥0

anxn = ∑
n≥0

canxn.

则 F [[x]]是 F-线性空间. 事实上可以在它上面定义乘法,使得 F [[x]]成为形式幂级数环.

下面这个命题对于数组空间是显然的,但在一般线性空间情形则需要证明.

命题 3.1.1. 对于线性空间 V ,下列性质成立:

(1) 零向量 0唯一,且对于任意 λ ∈ F 均有 λ ·0 = 0.

(2) 对任意 α ∈V , 0 ·α = 0.

(3) 每个向量 α 的负向量 −α 唯一,且 −α = (−1) ·α .

(4) 消去律成立: 设 λ ∈ F, α ∈V . 则 λα = 0当且仅当 λ = 0 ∈ F 或者 α = 0 ∈V .

证明. (1) 若 01 和 02 是两个零向量. 由公理 A3, 得 01 = 01 + 02 = 02. 故零向量是唯一的. 由

λ ·0 = λ · (0+0) = λ ·0+λ ·0,两边同加上 λ ·0的负元就得到 λ ·0 = 0.

(2)一方面,由左分配律, 0α = (0+0)α = 0α +0α . 两边同加上 0α 的负元,就得到 0α = 0.

(3)设 β 与 γ 是 α 的两个负元. 由公理 A2, A3和 A4,得

β = β +0 = β +(α + γ) = (β +α)+ γ = 0+ γ = γ.

由 α +(−1)α = (1+(−1))α = 0 ·α = 0知 −α = (−1) ·α .

(4)⇐是 (1)和 (2)的结果. 现在设 λα = 0. 若 λ 6= 0,则 0 = λ−1(λα) = (λ−1λ )α = α .
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3.1.3 线性相关与线性无关

我们约定向量组是由向量组成的多重集. 下面给出线性组合、线性表示、线性相关和线性

无关的概念,读者可以参照数组空间对应概念的定义.

设 V 是线性空间. 若向量 α,β ∈V , λ ,µ ∈ F ,则 λα 与 µβ ∈V ,从而 λα +µβ ∈V . 将这个

引申开去,我们定义:

定义 3.1.2. 设向量 α1, · · · ,αm ∈ V . 则的向量组 {α1, · · · ,αm} 的 线性组合是指 V 中所有形如

λ1α1 + · · ·+λmαm 的向量,其中 λ1, · · · ,λm ∈ F .

更一般地,向量组 S的线性组合是指 S中有限个向量的线性组合.

定义 3.1.3. 若向量 α 是 {α1, · · · ,αm}的线性组合,即存在 λ1, · · · ,λm ∈ F 使得 α = λ1α1 + · · ·+
λmαm,则称 α 由 {α1, · · · ,αm}线性表示或简称表示.

若向量 α 是向量组 S中有限多个向量的线性组合,则称 α 由 S线性表示.

设 S与 T 是 V 中两个向量组. 若 S中向量均由 T 线性表示,则称 S由 T 线性表示. 若 S由

T 线性表示且 T 由 S线性表示,则称 S与 T 等价,记为 S∼ T .

例 3.1.6. 对于零向量,总有 0 = ∑0 ·α ,故它是任意非空向量组的线性组合. 我们可以称这个组

合是零向量的平凡线性组合.

定义 3.1.4. 设m≥ 1.称向量组 α1, · · · ,αm在域 F上线性相关是指存在不全为 0的数 λ1, · · · ,λm ∈
F ,使得 λ1α1 + · · ·+λmαm = 0,否则称之为线性无关.

更一般地,向量组 S称为线性相关是指 S中存在线性相关的有限子向量组,否则称它为线

性无关.

向量组 S中的极大线性无关组是指 S中的子向量组 T ,它是线性无关组而且在添加 S中任

意一个向量后都变成线性相关组.

注记. 根据定义,立刻有如下结果:

(1) 1元向量组是线性无关组当且仅当该向量组里的唯一向量不是零向量.

(2) 若向量组中包括两个相同的向量,则此向量组一定线性相关. 因此线性无关的向量组一定

是一般意义下的集合 (即里面的元素不重复).

(3) 向量组线性相关就是指零向量作为该向量组的线性组合有非平凡形式. 等价地说,向量组

线性无关就是指零向量作为该向量组的线性组合只有平凡形式,即若存在 λ1, · · · ,λm ∈ F ,

使得 λ1α1 + · · ·+λmαm = 0,则必有 λ1 = · · ·= λm = 0.

例 3.1.7. 设 A = (ai j) ∈ Fm×n, B = (b jk) ∈ Fn×p, C = AB. 记 A的列向量为 α1, · · · ,αn. 记 C的列

向量为 γ1, · · · ,γp. 则

γk = b1kα1 + · · ·+bnkαn.

这说明C的列向量都是 A的列向量的线性组合.

同理可知C的行向量都是 B的行向量的线性组合.

命题 3.1.2. 设 α1 6= 0. 则下列陈述等价:
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(1) 向量组 {α1, · · · ,αm}在域 F 上线性相关.

(2) 存在 i使得 αi由向量组 {α j : j 6= i}线性表示.

(3) 存在 i使得 αi由向量组 {α j : j < i}线性表示.

证明. 留作练习. 如果我们约定零向量由空集线性表示,那么条件 α1 6= 0可以略去.

与数组空间的情形类似,我们将向量的线性组合 λ1α1 + · · ·+λmαm 用矩阵乘法表示,即

λ1α1 + · · ·+λmαm = (α1, · · · ,αm)


λ1
...

λm

 ,

这里 (α1, · · · ,αm) ∈V 1×m 是以 V 中向量作为元素的 m维行向量.

根据定义,我们就得到下面结果.

引理 3.1.3.

(1) 向量 α 由向量组 {α1, · · · ,αm}线性表示就是指存在列向量 x ∈ Fm×1使得

α = (α1, · · · ,αm)x.

(2) 向量组 {β1, · · · ,βn}由向量组 {α1, · · · ,αm}线性表示就是指存在矩阵 A ∈ Fm×n使得

(β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αm)A.

我们还需要下面的引理:

引理 3.1.4. 向量组 {α1, · · · ,αm}线性无关当且仅当向量方程 (α1, · · · ,αm)x = 0只有唯一解 x =

0 ∈ Fm×1.

更进一步地, 设 α 由 {α1, · · · ,αm} 线性表示, 则 {α1, · · · ,αm} 线性无关当且仅当向量方程
(α1, · · · ,αm)x = α 在 Fm×1 中有唯一解.

证明. 引理的前半部分就是线性无关定义的翻译. 现证后半部分. 设 α = (α1, · · · ,αm)x1.

一方面,设 {α1, · · · ,αm}线性无关,则 (α1, · · · ,αm)x = 0只有零解. 若 α = (α1, · · · ,αm)x2,则

(α1, · · · ,αm)(x1−x2) = 0. 故 x1−x2 = 0,即 x1 = x2.

另一方面,设 (α1, · · · ,αm)线性相关,则存在 y 6= 0使得 (α1, · · · ,αm)y= 0.故 (α1, · · · ,αm)x=
α 有两组解 x1 和 x1 +y.

命题 3.1.5. 向量组的等价是一种等价关系,即它满足自反性、对称性和传递性.

证明. 自反性和对称性由定义立得. 现证传递性. 只需证明: 若 R由 S线性表示, S由 T 线性表

示,则 R由 T 线性表示.

任取 α ∈ R,它由 S线性表示,故存在 β1, · · · ,βn ∈ S和 x ∈ Fn 使得 α = (β1, · · · ,βm)x. 由于

β1, · · · ,βm由 T 线性表示,故存在 γ1, · · · ,γm ∈ T 和 A ∈ Fm×n使得 (β1, · · · ,βn) = (γ1, · · · ,γm)A. 故

α = (β1, · · · ,βm)x = (γ1, · · · ,γm)(Ax).

这就说明 α 由 T 线性表示,从而 R由 T 线性表示.



98 第三章 线性空间和线性变换理论进阶

定理 3.1.6. 设 S是非空向量组, T 是它的子向量组. 则 T 是 S的一个极大无关组当且仅当 S中

任何向量均可以唯一表示为 T 中向量的线性组合. 因此向量组 S和它的任意极大无关组等价.

证明. 一方面,设 T 是 S的一个极大无关组. 则对于任意 v ∈ S, T ∪{v}是线性相关组. 若 v ∈ T ,

v当然是 T 中向量的线性组合. 若 v /∈ T ,设 λv+∑i λiαi = 0,其中 αi ∈ T , λ ,λi ∈ F 不全为 0. 此

时 λ 6= 0,否则 ∑i λiαi = 0是零向量的非平凡线性组合. 故 v = ∑i(−λi/λ )αi 由 T 线性表示. 这

样就说明 S中的向量都可以表示为 T 中向量的线性组合. 由引理 3.1.4即知表达方式是唯一的.

现在设 S中的向量可以唯一表示为 T 中向量的线性组合. 由引理 3.1.4知 T 是线性无关组,

而且对于任意 v ∈ S, T ∪{v}都是线性相关组. 也就是说, T 是极大无关组.

另一方面,极大无关组 T 显然由 S线性表示,故两者等价.

下面这个定理是线性空间理论一个关键定理. 这里的证明与数组空间情形是一样的.

定理 3.1.7. 设 S与 T 是线性空间 V 中的两个有限阶向量组. 则下述等价命题成立:

(1) 若 T 是线性无关组且它由 S线性表示,则 |T | ≤ |S|.

(2) 若 T 由 S线性表示且 |S|< |T |,则 T 中向量必线性相关.

(3) 若 T 是线性无关组且 |S|< |T |,则 T 不可能由 S线性表示.

证明. 这三个命题是等价命题是显然的,我们只需要证明 (1).

设 S = {α1, · · · ,αm}, T = {β1, · · · ,βn}. 由于 T 由 S线性表示,故存在矩阵 A ∈ Fm×n 使得

(β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αm)A.

由于 T 是线性无关组,故 (β1, · · · ,βn)x = 0当且仅当 x = 0. 这说明齐次线性方程组 Ax = 0只有
零解,因此 n≤ m.

推论 3.1.8. 相互等价的向量组的极大无关组的向量个数相等.

证明. 设 S1 与 S2是等价向量组, T1 和 T2 分别是它们的极大无关组.

如果 T1 与 T2 都是无限集,那么 |T1|= |T2|= ∞.

如果 T1 与 T2 不全是无限集,不妨假设 T1 是有限集. 由于 T1 线性无关且由 S1 线性表示, S1

由 S2线性表示而 S2由 T2线性表示,故 T1由 T2线性表示. 也就是说存在 T2中有限子向量组 T ′2
使得 T1 由 T ′2 表示. 根据定理就有 |T1| ≤ |T ′2 | ≤ |T2|. 另一方面,任取 T2 中的有限阶线性无关子

向量组 R,则 R由 T1 线性表示,故由定理, |R| ≤ |T1|. 由 R的任意性就有 |T2|= |T1|< ∞.

根据推论 3.1.8,我们给出向量组秩的定义,它是向量组的等价不变量.

定义 3.1.5. 向量组 S的秩,记为 rank(S),是指它的极大无关组的阶.

定理 3.1.9. 设 S是含有非零向量的向量组.

(1) S中的线性无关组 T 要么是极大线性无关组, 要么存在 α ∈ S\T 使得 T ∪{α}还是 S中

的线性无关组.
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(2) 若 S的秩有限,则 S中任何任意线性无关组总可以扩充为 S的极大无关组. 特别地,包含

非零向量的有限秩向量组均存在极大无关组.

(3) 若 S′是 S的子向量组,则 rank(S′)≤ rank(S).

证明. (1). 若对所有 α ∈ S\T , T ∪{α}均线性相关, 则按照定义 T 已经是 S 的极大无关组. 否

则,总存在 α ∈ S使得 T ∪{α}线性无关.

(2). 由 (1), 从 S 的一个非极大无关组 T 总可以构造一个比 T 更大的线性无关组, 但由于

rank(S)< ∞,经过有限次后,新得到的线性无关组必然是极大无关组.特别地,取 α ∈ S且 α 6= 0,

则 {α}是线性无关组,它总可以扩充为 S的极大无关组.

(3). 这是由于 S′的线性无关组总是 S中的线性无关组.

推论 3.1.10. 若 T 是 S的线性无关组且 |T |= rank(S)< ∞,则 T 是 S的极大无关组.

定理 3.1.7有下述更一般的形式:

定理 3.1.11 (Steinitz替换定理). 设 α1,α2, . . . ,αs 线性无关,且由 β1, . . . ,βt 线性表示. 则 s≤ t,并

且可以用 α1, . . . ,αs 替换 β1, . . . ,βt 中 s个向量,设为 β1, . . . ,βs,使得 {α1, . . . ,αs,βs+1, . . . ,βt}与
{β1, . . . ,βt}等价.

证明. 结论 s≤ t 即定理 3.1.7. 定理后面部分结论我们对 s做归纳来证明.

若 s = 1,记 α1 = λ1β1+ · · ·+λtβt .由于 λi不全为 0,不妨设 λ1 6= 0.则 β1 =
1
λ1

α1− . . .− λt
λ1

βt .

于是 {α1,β2, . . . ,βt} ∼ {β1,β2, . . . ,βt}.
设结论对 s−1成立,即 {α1, . . . ,αs−1,βs, . . . ,βt}∼{β1, . . . ,βt}.故 αs = λ1α1+ . . .+λs−1αs−1+

µsαs+ . . .+µtαt . 因为 {α1, · · · ,αs}线性无关,所以 µi (i≥ s)不全为 0,不妨设 µs 6= 0. 则 βs就可

以表示为 α1, . . . ,αs,βs+1, . . . ,βt 的线性组合. 因此 {α1, . . . ,αs,βs+1, . . . ,βt} ∼ {β1, . . . ,βs, . . . ,βt}.
故结论对 s成立.

3.1.4 基与坐标

定义 3.1.6. 对于域 F 上的线性空间 V ,它的一组基 (basis)是指它的一组极大无关向量组;它的

维数,记为 dim(V )或者 dimF(V ),是基中元素的个数,换言之,即向量组 V 的秩 rank(V ).

若 dim(V )< ∞,称 V 是有限维线性空间;若 dim(V ) = ∞,则称 V 是无限维线性空间.

零空间的基约定为空集,它的维数约定为 0.

根据定理 3.1.6,向量组 M 是 V 的一组基即是说 V 中任何向量均可以表示为 M 中向量的

线性组合,且这个组合方式唯一.

例 3.1.8. 考虑复数域 C. 作为复线性空间, {1}是 C的一组基, 故 dimC(C) = 1. 作为实线性空

间, {1, i}是 C的一组基, 故 dimR(C) = 2. 作为有理数域上的线性空间, {1,π, · · · ,πn, · · ·} 是 C
的一组线性无关向量,故 dimQ(C) = ∞.

这个例子说明线性相关性、无关性以及线性空间的维数都与基域有关.

例 3.1.9. 令 Ei j ∈ Fm×n 表示 (i, j)-元等于 1 而其他元等于 0 的矩阵, 则向量组 {Ei j : 1 ≤ i ≤
m,1≤ j ≤ n}是线性空间 Fm×n的一组基. 故 dimF Fm×n = mn.
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例 3.1.10. {1,x,x2, · · · ,xn, · · ·}是多项式空间 F [x]的一组基,因此它是无限维线性空间.

例 3.1.11. {1,sin(nx),cos(nx) : n ≥ 1}是实线性空间 C [0,2π]的线性无关组,故 C [0,2π]是无限
维线性空间.

此后不做特别说明,我们总假设讨论的线性空间是有限维的.

定理 3.1.9说明

定理 3.1.12 (基扩充定理). 设 V 是 n维线性空间. 则 V 中任意线性无关向量组 {α1,α2, . . . ,αr}
均可以扩充为 V 的一组基.

注记. 基扩充定理说明线性空间有很多组基. 比如说,我们可以从 V 中任意非零向量出发,扩充

成 V 的一组基.

设 V 是有限维线性空间, {α1, · · · ,αn}是它的一组基. 根据定理 3.1.6,立刻有

定理 3.1.13. 对于向量 α ∈V ,存在唯一的 x = (x1, · · · ,xn)
T ∈ Fn,使得

α =
n

∑
i=1

xiαi = (α1, · · · ,αn)x. (3.2)

定义 3.1.7. 上述定理中的 x称为向量 α 在基 {α1, · · · ,αn}下的坐标 (coordinate).

设 {β1, · · · ,βn}是 V 的另外一组基. 设 xi 是 βi 在基 {α1, · · · ,αn}下的坐标,设 yi 是 αi 在基

{β1, · · · ,βn}下的坐标. 记 A = (x1, · · · ,xn), B = (y1, · · · ,yn) ∈ Fn×n. 则

(β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)A,

(α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βn)B.

这就说明

(α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)(AB),

(β1, · · · ,βn) = (β1, · · · ,βn)(BA).

根据坐标的唯一性,我们得到

AB = BA = In.

这就说明 A是可逆矩阵且 B = A−1.

另一方面, 设 A是可逆矩阵, 记 (β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)A. 故 (β1, · · · ,βn)x = 0当且仅当
(α1, · · · ,αn)(Ax) = 0,又由于 {α1, · · · ,αn}线性无关,这等价于 Ax = 0即 x = 0. 因此 {β1, · · · ,βn}
线性无关. 又由于 {β1, · · · ,βn}已经达到 V 的线性无关组的最高价,故它也是 V 的一组基.

综合起来,我们有

定理 3.1.14. 设 V 是有限维线性空间, {α1, · · · ,αn}是 V 的一组基. 则 {β1, · · · ,βn}是 V 的另外

一组基当且仅当存在 n阶可逆矩阵 A,使得 (β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)A.

定义 3.1.8. 满足等式
(β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)A (3.3)

的可逆矩阵 A称为从基 {α1, · · · ,αn}到基 {β1, · · · ,βn}的过渡矩阵.
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定理 3.1.15 (坐标变换公式). 设 V 是有限维线性空间, {α1, · · · ,αn} 和 {β1, · · · ,βn} 是 V 的两

组基, A 是从 {α1, · · · ,αn} 到 {β1, · · · ,βn} 的过渡矩阵. 对于 α ∈ V , 设 x 与 y 分别是它在基
{α1, · · · ,αn}和 {β1, · · · ,βn}下的坐标. 则

x = Ay, y = A−1x. (3.4)

证明. 我们有 (β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)A和

α = (α1, · · · ,αn)x = (β1, · · · ,βn)y.

因此

(α1, · · · ,αn)x = (β1, · · · ,βn)y = (α1, · · · ,αn)(Ay).

这就是说 x = Ay.

例 3.1.12. 设复数列 (cn)给定初值 (c1,c2),并满足递归公式

cn = pcn−1 +qcn−2 (p,q ∈ C, p2 +4q 6= 0, n > 2).

求它的通项.

解. 考虑满足递归公式的所有数列构成的集合 V = {(an) | an = pan−1 + qan−2}. 则 V 在加法和

数乘

(an)+(bn) = (an +bn), λ (an) = (λan)

下构成 C-线性空间. 由于数列 (an)由它的前两项 (a1,a2)决定,且数列 (an)与 (bn)在 V 中线性

相关 (线性无关)当且仅当 (a1,a2)与 (b1,b2)在 C2中线性相关 (线性无关),这就说明 dimV = 2.

考虑方程 x2− px−q = 0. 由于判别式 p2 +4q 6= 0,它有两个不同解

λ1,λ2 =
p±
√

p2 +4q
2

.

容易验证等比数列 (1,λ1,λ 2
1 , · · · ,λ

n−1
1 , · · ·)与 (1,λ2,λ 2

2 , · · · ,λ
n−1
2 , · · ·)均在 V 中, 且由于 (1,λ1)

与 (1,λ2)在 C2 中线性无关,故 (λ n−1
1 )与 (λ n−1

2 )构成 V 的一组基.

现在我们只要将 (c1,c2)表示为 d1(1,λ1)+d2(1,λ2)的形式,即求 d1, d2 ∈ C使得

c1 = d1 +d2, c2 = d1λ1 +d2λ2.

这是关于 d1,d2 的线性方程组,解得

d1 =
c2−λ2c1

λ1−λ2
, d2 =

λ1c1− c2

λ1−λ2
.

故得 (cn) = d1(λ n−1
1 )+d2(λ n−1

2 ),即对 n≥ 1,有

cn =
c2−λ2c1

λ1−λ2
λ n−1

1 +
λ1c1− c2

λ1−λ2
λ n−1

2 =
λ n−2

1 −λ n−2
2

λ1−λ2
qc1 +

λ n−1
1 −λ n−1

2
λ1−λ2

c2. (3.5)

读者可以看出,例 2.6.2的求解就是上述解法的应用.
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例 3.1.13. 设 F 是 C的子域. 对于 F 上次数 < n的多项式组成的线性空间 F [x]<n,显然

M = {1, x, x2, · · · ,xn−1}

是它的一组基,多项式 f (x) = a0 +a1x+ · · ·+an−1xn−1在此基下的坐标是

x = (a0,a1, · · · ,an−1)
T , 其中 ai =

f (i)(0)
i!

.

更一般地,对于任意 a ∈ F,

Ma = {1, x−a, (x−a)2, · · · ,(x−a)n−1}

是它的一组基,多项式 f (x)在此基下的坐标是

xa =

(
f (a), f ′(a), · · · , f (n−1)(a)

(n−1)!

)T

.

通过牛顿二项式定理很容易写出这两组基之间的过渡矩阵.

我们下面考虑它的另外一组基.

设 ai (i = 1, · · · ,n)是 F 中两两不同的 n个数. 对于 i = 1, · · · ,n,记

fi(x) = ∏
j 6=i

x−a j

ai−a j
.

则 fi(x) ∈ F [x]<n, fi(ai) = 1 且 fi(a j) = 0 ( j 6= i). 我们证明 { f1, · · · , fn} 线性无关: 事实上若

∑i λi fi(x) = 0,代入 x = ai即得 λi = 0. 由于 dimF [x]<n = n,故 { f1, · · · , fn}是它的一组基.

我们现在考虑 f (x) ∈ F [x]<n 在基 { f1, · · · , fn}下的坐标. 记 f (x) = ∑i µi fi(x),代入 x = ai 即

得 µi = f (ai),即 f (x)的坐标是 ( f (a1), f (a2), · · · , f (an))
T ,等价地说即

f (x) =
n

∑
i=1

f (ai)∏
j 6=i

x−a j

ai−a j
, (3.6)

此公式就是 Lagrange插值公式.

注记. 严格说来,坐标、过渡矩阵和坐标变换公式都和基里面的向量的排列次序有关,因而在计

算时需要将基看作是线性空间的有序极大无关向量组: 设 σ ∈ Sn 是 {1, · · · ,n}的置换,则

(ασ(1), · · · ,ασ(n)) = (α1, · · · ,αn)Pσ .

其中 Pσ = (eσ(1), · · · ,eσ(n)),它的每行每列恰好有一个元素等于 1,其他元素均等于 0,称为置换

矩阵. 故若记

α = (α1, · · · ,αn)x = (ασ(1), · · · ,ασ(n))xσ .

那么 xσ = P−1
σ x = Pσ−1x是 x中分量的一个置换.

习题 3.1

习题 1. 证明: 区间 [0,2π]上的连续函数集合 {1,sin(nx),cos(nx) : n≥ 1}线性无关.
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习题 2. 证明命题 3.2.1.

习题 3. 设 α1 6= 0. 证明下列条件等价:

(1) 向量组 α1, · · · ,αm 在域 F 上线性相关.

(2) 存在 i使得 αi由向量组 {α j : j 6= i}线性表示.

(3) 存在 i使得 αi由向量组 {α j : j < i}线性表示.

习题 4. 设 S,T 是线性空间 V 的向量组. 证明:

(1) S线性无关当且仅当 rank(S) = |S|.

(2) S线性相关当且仅当 rank(S)< |S|.

(3) 若 T 由 S线性表示,则 rank(T )≤ rank(S).

习题 5. 设 S1 是向量组 S的子向量组. 证明: 若 S1 线性相关,则 S线性相关;若 S线性无关,则

S1线性无关.

习题 6. 设 V 是 n维线性空间. 证明: V 中任意 n个线性无关向量构成 V 的一组基.

习题 7. 设 u ∈ C. 令 Q[u] = { f (u) | f (x) ∈ Q[x]}. 证明 Q[u]是 Q-线性空间,并求它是有限维线

性空间的充分必要条件.

习题 8. 设 F 是 q个元素的有限域, V 是 F 上 n维线性空间.

(1) 试求 V 中 1维子空间的个数.

(2) 能否给出 V 中 k维子空间的个数.

习题 9. 设M1 = {α1, α2, α3}是线性空间V 的一组基.设 β1在M1下的坐标 x1 =(1,1,−1), β2在

M1下的坐标 x2 = (1,a,1), β3在M1下的坐标 x3 = (a,1,1). 试问当 a为何值时, M2 = {β1,β2,β3}
也是 V 的基.

习题 10. 设 α = 3
√

2, V = { f (α) : f (x) ∈Q[x]} ⊂ R.

(1) 证明: V 在实数运算下是 3维 Q-线性空间且 {1,α,α2}是它的一组基.

(2) 设 u ∈Q. 证明 {1,α +u,(α +u)2}是 V 的一组基,并求它与基 {1,α,α2}之间的过渡矩阵.

(3) 设 v ∈V 且 v 6= 0. 证明: v−1 ∈V .

习题 11 (实线性空间的复化). 设 V 是实线性空间. 记 VC =V + iV = {α + iβ | α,β ∈V},其中我
们约定 α + iβ = α ′+ iβ ′当且仅当 α = α ′且 β = β ′,并约定 V =V + i0. 定义

(α + iβ )+(α ′+ iβ ′) = (α +α ′)+ i(β +β ′),

(a+bi)(α + iβ ) = (aα−bβ )+ i(aβ +bα).

证明: VC 在上述加法和数乘下构成实线性空间,且若 M 是 V 作为实线性空间的基,则 M 也是

VC作为复线性空间的基. 复线性空间 VC称为实线性空间 V 的复化 (complexification).
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3.2 线性子空间

我们已经学过数组空间的子空间,现在引入一般线性空间的子空间的概念.

3.2.1 子空间的定义和例子

定义 3.2.1. 设 V 是线性空间, W 是 V 的非空子集合. W 称为 V 的子空间 (subspace),是指它对

V 上的向量加法运算和数乘运算封闭,换言之,即对于任意 α,β ∈W 和 λ ∈ F ,均有

α +β ∈W, λα ∈W.

下面命题给出子空间几种等价定义,证明留作练习.

命题 3.2.1. 设 V 是线性空间, W 是 V 的非空子集合. 则下列条件等价:

(1) W 是 V 的子空间

(2) W 在 V 上的向量加法和数乘意义下构成线性空间.

(3) 对于任意 α,β ∈W 和 λ ,µ ∈ F,均有 λα +µβ ∈W.

(4) 对于任意 α1, · · · ,αs ∈W 和 λ1, · · · ,λs ∈ F,均有 λ1α1 + · · ·+λsαs ∈W.

例 3.2.1. 我们给出子空间几个例子:

(1) 零空间 {0}和全空间都是线性空间 V 的子空间,称为平凡子空间.

(2) 作为 R-线性空间, R是 C的子空间.

(3) 作为 Q-线性空间, Q(i) = {a+bi : a,b ∈Q}是 C的子空间.

(4) 次数 < n的多项式集合 F [x]<n是 F [x]的子空间.

例 3.2.2. 设 A ∈ Fm×n. 令 VA = {x ∈ Fn | Ax = 0}是齐次线性方程组 Ax = 0的解空间. 则 VA 是

数组空间 Fn的子空间.

命题 3.2.2. 设W 是 V 的子空间,则

dim(W )≤ dim(V ).

若 dim(W ) = dim(V )< ∞,则W =V .

证明. 由于子空间是子集合,故 dim(W ) = rank(W )≤ rank(V ) = dim(V ).

若 dim(W ) = dim(V ) < ∞, 此时 W 的极大线性无关组必然也是 V 的极大线性无关组即 V

的基,故W =V .

定义 3.2.2. 设 S是 V 中的向量组. S生成的子空间,记作 〈S〉或者 Span(S),是指 S中向量的线

性组合构成的子空间,即集合

〈S〉= {λ1α1 + · · ·+λsαs | λi ∈ F,αi ∈ S} .
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我们可以直接验证 〈S〉的确是 V 的子空间,且

命题 3.2.3. 如果子空间W 包含 S中每个向量,那么它也包含 S生成的子空间 〈S〉. 故 〈S〉是包含
S中所有向量的最小线性子空间.

证明. 这是由于如果向量组里的每个向量都在某子空间里,那么向量组的任意线性组合也在该

子空间里.

定理 3.2.4. dim〈S〉= rank(S).

证明. 一方面显然有 dim〈S〉 ≥ rank(S). 另一方面,设 T 是 S的极大无关组,则 S从而 S的所有

线性组合,即 〈S〉,均由 T 线性表示. 故 dim〈S〉 ≤ rank(S).

命题 3.2.5. 向量组 S 由 T 表示就相当于子空间 〈S〉 ⊆ 〈T 〉. 向量组 S 与 T 等价就相当于 〈S〉 =
〈T 〉.

证明. 若 S由 T 表示,则 S的线性组合都是 T 的线性组合,即 〈S〉 ⊆ 〈T 〉. 另一方面,若 〈S〉 ⊆ 〈T 〉,
则对于任意 α ∈ S,均有 α ∈ 〈S〉 ⊆ 〈T 〉,所以 S由 T 表示.

例 3.2.3. 线性空间 V 的所有 1维子空间就是由 0 6= α ∈V 生成的子空间 Fα = 〈α〉.

证. 一方面,若 α 6= 0, Fα 是V 的 1维子空间. 另一方面,若 dim(W ) = 1,任取 0 6= α ∈W ,则 Fα
是W 的 1维子空间,故W = Fα .

例 3.2.4. 设 A ∈ Fm×n.

(1) A的列向量空间是由所有列向量生成的数组空间 Fm×1 的子空间, 它的维数就是 A的秩.

故 rank(A)≤ m.

(2) A 的行向量空间是是由所有行向量生成的数组空间 F1×n 的子空间, 它的维数也是 A 的

秩. 故 rank(A)≤ n.

例 3.2.5. 证明: rank(AB)≤min{rank(A), rank(B)}.

证明. 由于 AB的列向量都是 A的列向量的线性组合,故 AB的列向量空间是 A的列向量空间

的子空间,所以 rank(AB)≤ rank(A). 同理可证 rank(AB)≤ rank(B).

3.2.2 子空间的交与和

定理 3.2.6. 设 I 是指标集, Wi (i ∈ I)是 V 的子空间. 则
⋂
i∈I

Wi ⊂V 也是 V 的子空间.

证明. 设 α,β ∈
⋂
i∈I

Wi. 则对任意 i ∈ I 均有 α,β ∈Wi, 故对任意 λ ,µ ∈ F , λα + µβ ∈Wi. 所以

λα +µβ ∈
⋂
i∈I

Wi,这就说明
⋂
i∈I

Wi是 V 的子空间.

定义 3.2.3.
⋂
i∈I

Wi称为子空间Wi (i ∈ I)的交.

我们接下来考虑子空间的和. 首先注意到子空间的并不是子空间! 例如 R3 的 1维子空间

是一条过原点的直线,两条过原点的直线不是 R3的子空间. 事实上,我们有
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命题 3.2.7. 设W1,W2 是线性空间 V 的两个子空间. 则W1∪W2 是 V 的子空间的充分必要条件

是W1 ⊆W2 或W2 ⊆W1.

证明. 若W1 ⊆W2 或W2 ⊆W1,则W1∪W2 =W2 或W1 是 V 的子空间.

若W1 ⊈W2 且W2 ⊈W1,取 α ∈W1\W2, β ∈W2\W1. 则 α +β /∈W1∪W2. 故W1∪W2 不是 V

的子空间.

定义 3.2.4. 设 V 是线性空间, W1, · · · ,Ws是 V 的子空间,其中 s≥ 2. 和空间W1 +W2 定义为

W1 +W2 := {β1 +β2 | β1 ∈W1,β1 ∈W2}.

对于一般情况,和空间W1 + · · ·+Ws 定义为

W1 + · · ·+Ws := (W1 + · · ·+Ws−1)+Ws = {β1 + · · ·+βs | βi ∈Wi, 1≤ i≤ s}.

定理 3.2.8. 对于和空间W1 + · · ·+Ws,下列性质成立:

(1) W1 + · · ·+Ws 是 V 的子空间.

(2) W1 + · · ·+Ws = 〈W1∪·· ·∪Ws〉是包含W1∪·· ·∪Ws 的最小子空间.

(3) 若 Mi (i = 1, · · · ,s)是Wi的基,则集合 M1∪·· ·∪Ms生成W1 + · · ·+Ws.

(4) dim(W1 + · · ·+Ws)≤ dimW1 + · · ·+dimWs.

证明. 只需要证明 s = 2的情形. 一般情形由简单归纳即得.

(1)设 α = α1 +α2, β = β1 +β2,其中 αi,βi ∈Wi (i = 1,2). 则对于任意 λ ,µ ∈ F , λαi +µβi ∈
Wi. 故

λα +µβ = (λα1 +µβ1)+(λα2 +µβ2) ∈W1 +W2.

即W1 +W2 是 V 的子空间.

(2)首先显然有W1∪W2 ⊂W1 +W2. 其次,若子空间U 包含W1∪W2,则对于任意 α1 ∈W1 ⊂
W1∪W2, α2 ∈W2⊂W1∪W2, α1+α2 ∈U ,这说明W1+W2⊆U .综合起来即得W1+W2 = 〈W1∪W2〉.

(3)对任意 αi ∈Wi (i = 1,2), αi 是 Mi 的线性组合,所以 α1 +α2 是 M1∪M2 的线性组合. 故

M1∪M2 生成W1 +W2.

(4)这是 (3)的直接推论.

例 3.2.6. 设 A∈Fm×n, rank(A)= r.在 A中任取 s行构成 B,设其余m−s行构成矩阵C.则 A的行

向量空间就是 B与C的行向量空间的和. 故 r = rank(A)≤ rank(B)+ rank(C)≤ rank(B)+m− s.

这说明 rank(B)⩾ r− (m− s) = r+ s−m.

例 3.2.7. 设 V = F4. 设W1 = 〈α1,α2,α3〉, W2 = 〈β1,β2〉,其中

α1 = (1,2,1,0), α2 = (−1,1,1,1), α3 = (0,3,2,1), β1 = (2,−1,0,1), β2 = (1,−1,3,7).

求W1∩W2 和W1 +W2.
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解. 首先确定W1∩W2. 这就是寻找 α ,使得 α = x1α1 + x2α2 + x3α3 =−y1β1− y2β2,也就是求解

线性方程组 
1 −1 0 2 1

2 1 3 −1 −1

1 1 2 0 3

0 1 1 1 7





x1

x2

x3

y1

y2


=


0

0

0

0

 .

系数矩阵经初等行变换化为 
1 −1 0 2 1

0 1 1 −1 1

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

 ,

故 (y1,y2) = (3,−1)t,代入得 α = (5,−2,−3,−4)t,即W1∩W2 = 〈(5,−2,−3,−4)〉是由 (5,-2,-3,-4)

1维子空间.

由于W1 +W2 = 〈α1,α2,α3,β1,β2〉,只要确定它们中间的极大无关组就可以. 根据上面初等

变换的结果即得W1 +W2 = 〈α1,α2,β1〉,它的维数等于 3,且 {α1,α2,β1}是它的一组基.

定理 3.2.9. 设W1, W2是 V 的子空间,则

dim(W1 +W2) = dimW1 +dimW2−dim(W1∩W2). (3.7)

证明. 设 {α1, · · · ,αr}为W1∩W2 的一组基,将它扩充为W1 的一组基 {α1, · · · ,αr,αr+1, · · · ,αm}
以及W2的一组基 {α1, · · · ,αr,βr+1, · · · ,βn}.我们只要证明 {α1, · · · ,αr,αr+1, · · · ,αm,βr+1, · · · ,βn}
是 W1 +W2 的一组基即可. 定理 3.2.8(3) 已经说明 {α1, · · · ,αr,αr+1, · · · ,αm,βr+1, · · · ,βn} 生成
W1 +W2,故只需要证明这组向量线性无关即可.

设
m

∑
i=1

λiαi +
n

∑
j=r+1

µ jβ j = 0.

记前一和式为 γ1, 后一和式为 γ2 = −γ1. 则 γ1 ∈W1, γ1 = −γ2 ∈W2, 所以 γ1,γ2 ∈W1 ∩W2. 记

γ2 =
r
∑

i=1
δiαi. 则

n

∑
j=r+1

µ jβ j−
r

∑
i=1

δiαi = 0.

由 {α1, · · · ,αr,βr+1, · · · ,βn}线性无关知

µ j = δi = 0 ⇒ γ2 = 0.

故

γ1 =
m

∑
i=1

λiαi = 0.

由 {α1, · · · ,αr,αr+1, · · · ,αm} 线性无关知 λi = 0. 故 {α1, · · · ,αr,αr+1, · · · ,αm,βr+1, · · · ,βn} 线性
无关.

推论 3.2.10. dim(W1 +W2) = dimW1 +dimW2 ⇐⇒ W1∩W2 = 0.
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推论 3.2.11. dim(W1 + · · ·+Ws) = dimW1 + · · ·+dimWs 当且仅当 (W1 + · · ·+Wi)∩Wi+1 = 0对于

i = 1, · · · ,s−1成立.

证明. 这是由于W1 + · · ·+Ws = (W1 + · · ·+Ws−1)+Ws,故

dim(W1 + · · ·+Ws) = dimW1 + · · ·+dimWs ⇐⇒

(W1 + · · ·+Ws−1)∩Ws = 0且 dim(W1 + · · ·+Ws−1) = dimW1 + · · ·+dimWs−1.

再对 s做归纳即可.

3.2.3 子空间的直和

对于和空间W = W1 + · · ·+Ws,它里面每一个向量 α = α1 + · · ·+αs,其中 αi ∈Wi. 但这样

的分解式在很多情形并不唯一,只有当这个和是直和时,表达式才唯一.

定义 3.2.5. 设 W1, · · · ,Ws 为 V 的子空间, W = W1 + · · ·+Ws. 若对任意 α ∈W , 存在唯一的

αi ∈Wi, i = 1,2, . . . ,s,使得 α = α1 + · · ·+αs,则称W1 + · · ·+Ws 为直和,记为W1⊕·· ·⊕Ws.

例 3.2.8. 设 V = R3, W1 = {(x,y,0) | x,y ∈ R}是 xOy平面, W2 = {(1,1,1)t | t ∈ R}是过原点和点
(1,1,1)的直线. 则 V =W1⊕W2.

定理 3.2.12. 设W1, · · · ,Ws为 V 的子空间,则下列条件等价:

(1) W1 + · · ·+Ws 为直和.

(2) 若 α1 + · · ·+αs = 0,αi ∈Wi,则 αi = 0,即零向量的分解式唯一.

(3) 设 Mi为Wi的基, i = 1, · · · ,s,则向量组之并 M1∪·· ·∪Ms 是W1 + · · ·+Ws 的一组基.

(4) dim(W1 + · · ·+Ws) = dimW1 + · · ·+dimWs.

(5) 对所有 i = 1, · · · ,s−1,均有 (W1 + · · ·+Wi)∩Wi+1 = 0.

证明. (1)⇒ (2): 在直和的定义中取 α = 0即得.

(2) ⇒ (3): 定理 3.2.8(3) 已经说明 M1 ∪ ·· · ∪Ms 生成 W1 + · · ·+Ws, 只要证明向量组 M =

M1∪·· ·∪Ms线性无关即可,即证明

∑
α∈M

λα α = 0 (λα ∈ F) =⇒ λα = 0对所有 α ∈M成立.

将等式左边写为

∑
α∈M

λαα =
s

∑
i=1

∑
α∈Mi

λαα =
s

∑
i=1

αi, 其中 αi = ∑
α∈Mi

λα ∈Wi,

这就说明 0 = α1 + · · ·+αs,由 (2)即得 αi = 0. 再由 Mi是Wi的基,得 λα = 0, α ∈Mi.

(3)⇒ (4): 显然.

(4)⇔ (5): 这是推论 3.2.11的结果.
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(5)⇒ (1): 若存在 α = α1 + · · ·+αs = β1 + · · ·+βs,且 αi 不全等于 βi. 令 i是最大的整数使

得 αi 6= βi. 则 i≥ 2且

0 6= αi−βi =
i−1

∑
j=1

(β j−α j) ∈ (W1 + · · ·+Wi−1)∩Wi,

这与 (5)矛盾.

注记. 定理第三个条件我们要求的 M1 ∪ ·· · ∪Ms 是向量组的并 (计重数), 而不是普通集合的并

(不计重数). 例如: 设 V =R3, W1是 xOy平面, W2是 yOz平面, M1 = {e1,e2}, M2 = {e2,e3}. 这种
情况满足后者但不满足前者,故 V =W1 +W2不是直和.

定义 3.2.6. 设 W 是 V 的子空间. 若 U 是 V 的子空间且 V = U ⊕W , 也就是说 U ∩W = 0 且

U +W =V ,则称U 是W 的补空间 (complementary).

例 3.2.9. 设 V = R3, W = {(x,y,0) | x,y ∈ R}是 xOy平面. 则任意过原点且不在W 上的直线都

是W 的补空间. 这就说明补空间不是唯一的.

命题 3.2.13. 下列条件等价:

(1) U 是W 的补空间.

(2) U ∩W = 0且 dimU +dimW = dimV .

(3) 设 M1与 M2 分别是U 和W 的基,则向量组之并 M1∪M2 是 V 的基.

证明. 留作练习.

3.2.4 线性空间的笛卡儿积

定义 3.2.7. 设 V1 与 V2 是两个 F-线性空间. V1 与 V2 的笛卡儿积 (Cartesian product),又称直积,

是线性空间

V1×V2 = {(α1,α2) | α1 ∈V1,α2 ∈V2}.

它的加法和数乘就是分量相加和分量数乘.

设 V =V1×V2. 令 Ṽ1 = {(α,0) | α ∈V1}, Ṽ2 = {(0,β ) | β ∈V2}. 容易验证

命题 3.2.14. V = Ṽ1⊕Ṽ2.

我们同样可以定义多个线性空间的笛卡儿积.

习题 3.2

习题 1. 设 V 是线性空间, W 是 V 的非空子集合. 证明下列条件等价:

(1) W 是 V 的子空间

(2) W 在 V 上的向量加法和数乘意义下构成线性空间.
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(3) 对于任意 α,β ∈W 和 λ ,µ ∈ F,均有 λα +µβ ∈W.

(4) 对于任意 α1, · · · ,αs ∈W 和 λ1, · · · ,λs ∈ F,均有 λ1α1 + · · ·+λsαs ∈W.

习题 2. 证明: W1 +W2 + · · ·+Ws是直和当且仅当对任意 1≤ i≤ s, Wi∩ ∑
j 6=i

Wj = 0.

习题 3. 证明下列条件等价:

(1) U 是W 的补空间.

(2) U ∩W = 0且 dimU +dimW = dimV .

(3) 设 M1与 M2 分别是U 和W 的基,则向量组 M1∪M2 是 V 的基.

习题 4. 设实系数矩阵

A =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 1

0 0 0 2

 .

(1) 求出所有满足条件 AB = BA的矩阵 B.

(2) 设W 是 (1)中所有矩阵的集合. 证明W 是 R4×4的子空间,并求它的维数和一组基.

(3) 求W 在 R4×4 中一个补空间W ′.

习题 5. 设V1是被 x2+x整除的实系数多项式全体, V2是被 x2−x整除的实系数多项式全体. 证

明: V1, V2是 R[x]的子空间,并求和 V1 +V2 与交 V1∩V2.

习题 6. 设域 F 的特征不等于 2. 令 Fn[x]是域 F 上次数不超过 n的多项式全体按多项式的加法

与数乘构成的线性空间, W1是 Fn[x]的偶多项式 (满足 f (−x) = f (x))全体, W2是 Fn[x]奇多项式

(满足 f (−x) =− f (x))全体. 证明: W1,W2 是 Fn[x]的子空间,且 Fn[x] =W1⊕W2.

习题 7. 设 A ∈ Rm×n. 记 V1 = R(A)是它的行向量空间, V2 = {x ∈ R1×n | AxT = 0}. 证明: R1×n =

V1⊕V2.

习题 8. 设 V 为 n 维线性空间, Vi(i = 1, · · · , t) 为其 ni 维子空间且 n = n1 + · · ·+ nt . 证明 V =

V1 + · · ·+Vt 当且仅当 V1 + · · ·+Vt =V1⊕·· ·⊕Vt 是直和.

习题 9. 设域 F ⊆ C. 给定方阵 A =

(
a b

c d

)
∈ F2×2. 记 VA = {X ∈ F2×2 | AX−XA = O}.

(1) 证明: VA是线性空间 F2×2的非零子空间.

(2) 若 dimF VA = 4,试求 A需满足的条件.

(3) 证明: 不存在 X ∈ F2×2 使得 AX−XA = I2.

习题 10. 设 n ≥ 2为正整数, Rn−1[x]表示次数小于 n的所有实系数多项式构成的线性空间. 设

k为正整数,用 Vk 表示 Rn−1[x]中满足
∫ k

0 f (x)dx = 0的多项式的集合.
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(1) 证明: Vk 是 Rn−1[x]的线性子空间;

(2) 对于 j = 1, . . . ,n−1,设 f j(x) = 1− j+1
k j x j. 求证 { f1, · · · , fn−1}是 Vk 的一组基.

(3) 证明:
n⋂

i=1
Vi = 0.

3.3 线性映射与线性变换

3.3.1 线性映射

研究线性空间,需要研究两个线性空间的关系,根据数学研究的普适指导原则,就是要研究

它们之间的映射. 线性空间是具有加法和数乘结构的集合,那么线性空间之间的映射也应该保

持这些结构,这就是线性映射.

定义 3.3.1. 设U,V 是 F 上的线性空间. 映射 A : U →V 称为线性映射 (linear map)或者线性空

间的同态 (homomorphism of vector spaces),亦称为线性算子 (linear operator),是指

A (α +β ) = A (α)+A (β ), A (λα) = λA (α) (3.8)

对任意 α,β ∈U 和 λ ∈ F 成立.

若A 是一一映射,称A 为线性空间的同构 (isomorphism). 若U =V ,则称A 为线性变换

(linear transformation),同构的线性变换习惯上被称为可逆线性变换或者自同构.

例 3.3.1. (1) 零映射 O : U →V , α 7→ 0是线性映射. 若U =V ,则称为零变换.

(2) 恒等变换 I = IV : V →V 是同构映射. 更一般地,数乘变换 λI 当 λ 6= 0的时候也是同

构映射,从几何上说,它将一个向量变成这个向量的 λ 倍,故数乘变换也称标量变换.

(3) 线性映射 A : U →V 是同构就是说 A ◦A −1 = IV 且 A −1 ◦A = IU .

下述命题给出线性映射的两个等价定义.

命题 3.3.1. 设U,V 是 F 上的线性空间, A : U →V 为映射. 则下列条件等价:

(1) A 是线性映射.

(2) 对任意 α,β ∈U 和 λ ,µ ∈ F,均有 A (λα +µβ ) = λA (α)+µA (β ).

(3) 对任意 αi ∈U 和 λi ∈ F,均有 A (λ1α1 + · · ·+λsαs) = λ1A (α1)+ · · ·+λsA (αs).

证明. 留作练习.

命题 3.3.2. 设 A : U →V 是线性映射. 则

(1) A 将零向量映到零向量.

(2) 若U 中向量组 S线性相关,则向量组 A (S) = {A (α) | α ∈ S}在 V 中线性相关.

证明. (1)我们有 A (0U) = A (0 ·α) = 0 ·A (α) = 0V .

(2)若在 S中 ∑λiαi = 0,则 0 = A (∑λiαi) = ∑λiA (αi).
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例 3.3.2. 上面命题说明线性映射就是保持线性关系的映射. 从几何上来看,三维实空间 R3上的

线性映射 (变换)将直线变为直线,平行直线变为平行直线,

例 3.3.3 (数组空间上的线性映射). 设A : Fn→Fm是线性映射.考虑 Fn上的标准基 (e1, · · · ,en),

令 A = (A (e1), · · · ,A (en)) ∈ Fm×n. 则 A (x) = Ax. 反过来给定 A ∈ Fm×n,映射 x 7→ Ax显然是
Fn 到 Fm 的线性映射. 这样我们得到一一对应

A ∈ {Fn到 Fm 的线性映射} ←→ A ∈ Fm×n.

例 3.3.4. 设 V = U ⊕W 是线性空间的直和. 则任意向量 α ∈ V 都有唯一分解式 α = αU +αW ,

其中 αU ∈U, αW ∈W. 定义

prU : V →U, α 7→ αU .

则 prU 是线性映射,称为 V 到U 的投影 (projection). 同理可以定义直和空间到任意直和分量的

投影映射.

例 3.3.5. 形式导数映射 D : f (x) 7→ f ′(x)是 F [x]到自身的线性映射.

例 3.3.6. 设 V 是 n维线性空间, (α1, · · · ,αn)是它的一组基. 设 x是向量 α 在此基下的坐标. 则

映射

σ : V → Fn, α 7→ x

是线性映射,它既单且满,即是同构映射.

命题 3.3.3. 设 A : U → V 和 B : W →U 是线性映射,则复合映射 A ◦B : W → V 也是线性映

射.

证明. 设 α,β ∈W , λ ,µ ∈ F . 则

A ◦B(λα +µβ ) =A (B(λα +µβ )) = A (λB(α)+µB(β ))

=λA (B(α))+µA (B(β )) = λA ◦B(α)+µA ◦B(β ).

故 A ◦B是线性映射.

设 {α1, · · · ,αn}是线性空间 U 的一组基,设 α 在此基下的坐标为 x = (x1, · · · ,xn)
T ,即 α =

x1α1 + · · ·+ xnαn. 若 A : U →V 是线性映射,根据命题 3.3.1,则有

A (α) = x1A (α1)+ · · ·+ xnA (αn). (3.9)

我们记 A (α1, · · · ,αn) = (A (α1), · · · ,A (αn)). 则上式就是

A ((α1, · · · ,αn)x) = (A (α1), · · · ,A (αn))x = A (α1, · · · ,αn)x. (3.10)

根据这两个式子,我们可以看出 A (α)由 A (α1), · · · ,A (αm)的值确定. 即有
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定理 3.3.4. 线性空间 U 上的线性映射由它在 U 的一组基上的取值唯一确定: 设 {α1, · · · ,αn}
是 U 的一组基, 给定 V 上的 n 元向量组 {γ1, · · · ,γn}, 则存在唯一的线性映射 A : U → V 使得

A (αi) = γi (1≤ i≤ n).

推论 3.3.5. 设 0 6= α ∈U,则对于任意 β ∈V ,总存在线性映射 A : U →V 使得 A (α) = β .

证明. 将 α 扩充为U 的一组基 {α1 = α, · · · ,αn},取 V 上的向量组 {γ1 = β , · · · ,γn},则定理告诉
我们存在线性映射 A : U →V 使得 A (α) = β .

设 {α1, · · · ,αn}是U 的一组基, {β1, · · · ,βm}是 V 的一组基. 将 A (αi)写为 {β1, · · · ,βm}的
线性组合,就有 

A (α1) = a11β1 + · · ·+am1βm

...

A (αn) = a1nβ1 + · · ·+amnβm

令 A = (ai j)m×n. 则上式就是

A (α1, · · · ,αn) = (A (α1), · · · ,A (αn)) = (β1, · · · ,βm)A. (3.11)

定义 3.3.2. 矩阵 A称为线性映射 A : U → V 在 U 的基 {α1, · · · ,αn}和 V 的基 {β1, · · · ,βm}下
的矩阵.

根据定理 3.3.4,我们有一一对应

A ←→ A.

定理 3.3.6. 设 α ∈U 在 (α1, · · · ,αn)下的坐标为 x,则 A (α)在 (β1, · · · ,βm)下的坐标为 Ax.

证明. 根据公式(3.10)和(3.11),我们有

A (α) = A (α1, · · · ,αn)x = ((β1, · · · ,βm)A)x = (β1, · · · ,βm)(Ax),

即 A (α)在 {β1, · · · ,βn}下的坐标为 Ax.

我们最后讨论一下线性映射在不同基下的矩阵的关系.

设 {α1, · · · ,αn}和 {β1, · · · ,βm}分别是 U 和 V 的一组基. 设 A : U → V 是线性映射,在基

{α1, · · · ,αn}和 {β1, · · · ,βm}下的矩阵是 A,即

A (α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βm)A.

一方面,若 {α ′1, · · · ,α ′n}和 {β ′1, · · · ,β ′m}分别是U 和V 的另一组基,则存在 n阶可逆阵 P与

m阶可逆阵 Q,使得

(α ′1, · · · ,α ′n) = (α1, · · · ,αn)P, (β ′1, · · · ,β ′m) = (β1, · · · ,βm)Q.

于是我们有

A (α ′1, · · · ,α ′n) = A (α1, · · · ,αn)P = (β1, · · · ,βm)AP = (β ′1, · · · ,β ′m)Q−1AP.
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这就说明 A 在基 {α ′1, · · · ,α ′n}和 {β ′1, · · · ,β ′m}下的矩阵 A′ = Q−1AP与 A相抵.

另一方面,若矩阵 B = Q−1AP与 A相抵,则关系式

(α ′1, · · · ,α ′n) = (α1, · · · ,αn)P, (β ′1, · · · ,β ′m) = (β1, · · · ,βm)Q

确定了U 的一组新基 {α ′1, · · · ,α ′n}和 V 的一组新基 {β ′1, · · · ,β ′m},而 A 在此两组基下的矩阵就

是 B.

总结上面的叙述,就得

定理 3.3.7. 设A : U→V 是线性映射.则A 在U 的不同基和V 的不同基的矩阵全体构成 Fm×n

的一个相抵等价类.

定义 3.3.3. 线性映射 A 的秩 rankA := rank(A).

推论 3.3.8. 设 rank(A ) = r. 则存在 U 的一组基 {α1, · · · ,αn}和 V 的一组基 {β1, · · · ,βm},使得

A (αi) = βi (i≤ r), A (αi) = 0 (i > r),即 A 在这两组基下的矩阵是

(
Ir O
O O

)
.

3.3.2 线性空间的同构

我们首先有

命题 3.3.9. 若 A : U →V 是同构映射,则它的逆映射 A −1 : V →U 也是同构映射.

证明. 我们只需证明 A −1 是线性映射. 设 β1,β2 ∈V , λ ,µ ∈ F . 令 A (α1) = β1, A (α2) = β2. 则

A (λα1 +µα2) = λβ1 +µβ2. 故

A −1(λβ1 +µβ2) = λα1 +µα2 = λA −1(β1)+µA −1(β2).

同构映射是特殊的线性映射, 故它拥有一般线性映射所拥有的性质, 例如它将零向量变为

零向量,将线性相关的向量组变为线性相关组. 它还拥有一些独特性质:

定理 3.3.10. 设 A : U →V 是同构映射. 则

(1) U 中的向量组 S线性相关/无关 ⇐⇒ V 中的向量组 A (S) = {A (α) | α ∈ S}线性相关/无

关.

(2) 向量组 M是U 的基 ⇐⇒ A (M)是 V 的基.

(3) dimU = dimV = rankA ,后者也就是说 A 在任意基下的矩阵是可逆阵.

证明. (1)由于 A 是线性映射,由命题 3.3.2即知若 S线性相关则 A (S)也线性相关. 由于 A −1

是线性映射,再由命题 3.3.2即知若 A (S)线性相关则 S = A −1(A (S))也线性相关. 这就得到线

性相关的等价性. 由线性相关等价,自然线性无关也是等价的.

(2) 由于同构映射的逆也是同构映射, 故只需证明 ⇒. 若 M 是 U 的基, 则 (1) 告诉我们

σ(M)线性无关. 对任意 β ∈V ,设 A (α) = β . 由于 α 是M的线性组合,故 β = A (α)是 A (M)

的线性组合. 这就说明 A (M)是 V 的一组基.

(3) dim U = dim V 是 (2)的直接推论. 设 {α1, · · · ,αn}是U 的基,则 A 在U 的这组基和 V

的基 {A (α1), · · · ,A (αn)}下的矩阵是单位阵 In,故 rankA = n = dim U .
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定理 3.3.11. 同构关系是等价关系. 更具体地说,满足下述性质:

(1) 自反性: 恒等映射是同构映射.

(2) 对称性: 若 A : U →V 是同构映射,则 A −1 是同构映射.

(3) 传递性: 若 A : U →V 和B : V →W 是同构映射,则BA 也是.

(4) 等价类由空间维数决定: 有限维线性空间 U 与 V 同构当且仅当它们有相同的维数,此时

它们都同构于数组空间 FdimU .

证明. (1)是显然的, (2)在命题 3.3.9中已得证.

(3)首先线性映射的复合是线性映射,故BA 是线性映射. 其次B与 A 都是一一对应,故

它们的复合也是一一对应. 故BA 是同构映射.

(4)前面定理说明若U 和 V 同构,则 dimU = dimV . 反之,设 dimU = dimV = n,例 3.3.6说

明它们都同构于 Fn,由传递性知U 与 V 同构.

例 3.3.7. 设 α1, . . . ,αn 是 V 上线性无关的向量组. 设 (β1, · · · ,βm) = (α1, · · · ,αn)A, 其中 A =

(ai j) ∈ Fn×m. 证明: dim〈β1, . . . ,βm〉= rank(A).

证明. 设W = 〈α1, . . . ,αn〉. 取W 的基 {α1, · · · ,αn},设 σ : W → Fn是例 3.3.6给出的同构映射,即

σ(α)即 α在基 {α1, · · · ,αn}下的坐标.故 σ(β j)就是 A的第 j个列向量.所以 〈σ (β1) · · ·σ (βm)〉
就是 A的列向量空间,它的维数是 rank(A). 因此

dim〈β1, · · · ,βm〉= dim〈σ (β1) , · · · ,σ (βm)〉= rank(A).

3.3.3 线性映射与矩阵的一一对应

本小节的主要结果就是线性映射和矩阵语言的互相转化.

定义 3.3.4. 设 U,V 为域 F 上的线性空间. 记 L (U,V ) 是 U → V 的线性映射的全体. 对于

A ,B ∈L (U,V ), λ ∈ F ,如下定义线性映射的和 A +B与数乘 λA :

(A +B)(α) := A (α)+B(α), (λA )(α) := λA (α).

定理 3.3.12. 设U,V 分别为域 F 上的 n维和 m维线性空间. 则 L (U,V )是 mn维线性空间. 取

定U 的基 {α1, · · · ,αn}和 V 的基 {β1, · · · ,βm},则 σ : L (U,V )→ Fm×n, A 7→ A是线性空间的同

构,这里 A是 A 在此两组基下的矩阵.

证明. 容易验证 L (U,V )是线性空间. 我们只需要证明 σ 是同构映射即可. 首先设 σ(A ) = A,

σ(B) = B,即

A (α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βm)A, B(α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βm)B.

故

(A +B)(α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βm)(A+B), (λB)(α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βm)(λA),
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即

σ(A +B) = A+B = σ(A )+σ(B), σ(λA ) = λA = λσ(A ).

这就说明 σ 是线性映射.

根据定理 3.3.4,对于任意 A ∈ Fm×n, (α1, · · · ,αn) 7→ (β1, · · · ,βm)A确定从 U 到 V 的唯一一

个线性映射,故 σ 是一一映射.

定义 3.3.5. 对于线性映射 A ∈ L (U,V ), B ∈ L (W,U), 定义它们的乘积 A B := A ◦B ∈
L (W,V ).

定理 3.3.13. 设U, V, W 分别为域 F 上的 n维, m维和 p维线性空间. 取定U 的基 {α1, · · · ,αn},
V 的基 {β1, · · · ,βm} 和 W 的基 {γ1, · · · ,γp}. 记 σ1 : L (U,V )→ Fm×n, σ2 : L (W,U)→ Fn×p,

σ3 : L (W,V )→ Fm×p为前述定理在这些基下给出的同构. 则

σ3(A B) = σ1(A )σ2(B).

即有图表
L (U,V )×L (W,U) −−−−→ L (W,V )

σ1

yσ2 σ3

y
Fm×n×Fn×p −−−−→ Fm×p

证明. 设 σ1(A ) = A, σ2(B) = B,这就是说

A (α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βm)A, B(γ1, · · · ,γp) = (α1, · · · ,αn)B.

故

A B(γ1, · · · ,γp) = A (α1, · · · ,αn)B = (β1, · · · ,βm)AB.

所以 σ3(A B) = AB = σ1(A )σ2(B).

3.3.4 线性变换与方阵的一一对应

线性变换是线性空间到自身的线性映射, 相对于线性映射的一般理论, 线性变换有一些特

殊性. 对于一般线性映射,我们可以分别取定定义域和值域的基,而对于线性变换,定义域和值

域是同一线性空间,当然应该取同一组基.

设 V 是 n维线性空间. 取定 V 的一组基 {α1, · · · ,αn}. 设A : V →V 是 V 上的线性变换. 则

A (α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)A,

其中 A = (ai j)1≤i, j≤n 是 F 上的 n阶方阵. 我们称 A是 A 在基 {α1, · · · ,αn}下的矩阵. 根据线性

映射的理论,在取定基 {α1, · · · ,αn}之后, A 与 A一一对应.

记

End(V ) = L (V,V ) = {V上线性变换全体}.

我们已经知道 End(V )是 n2维线性空间,并且根据线性映射的复合,我们可以在 End(V )上定义

线性变换的乘积. 这样集合 End(V )构成一个环,恒等变换是它的幺元. 通过 § 3.3.3中的两个定

理,我们得到线性变换与方阵的一一对应:
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定理 3.3.14. 设 V 是域 F 上的 n维线性空间. 设 {α1, · · · ,αn}是 V 的一组基. 设 A是线性变换

A 在该基下的矩阵. 则映射

σ : End(V )→ Fn×n, A 7→ A

是保持加法、数乘和乘法的一一对应,其中恒等变换对应单位阵,可逆线性变换对应可逆方阵.

换言之, σ 是环 End(V )与矩阵环 Fn×n之间的同构映射.

证明. 只需证明可逆线性变换和可逆方阵的对应. 若 A 可逆, B 是它的逆,则 A B = I ,从而

σ(A )σ(B) = In即 σ(A )可逆. 反之,若 A可逆,对应线性变换 A . 令B是在基 (α1, · · · ,αn)下

矩阵为 A−1 的线性变换,则 A B = I .

注记. 通常将 V 上所有可逆线性变换集合记为 GL(V ),它在变换乘积意义下构成群,称为 V 的

一般线性群. 上述定理说明群 GL(V )和 GLn(F)彼此同构.

注记. 根据定理, 我们可以将线性变换和方阵的结果互相翻译, 这是本书后续章节的主要指导

思想.

对于任意变换 A ∈ End(V ) (包括零变换!),记 A 0 = I . 同理对 n阶方阵 A (包括零方阵!),

记 A0 = In. 对于多项式 f (x) =
n
∑

i=0
aixi = a0 +a1x+ · · ·+anxn ∈ F [x],根据变换和方阵的加法、数

乘和乘法,就有

f (A ) =
n

∑
i=0

aiA
i = a0I +a1A + · · ·+anA

n,

f (A) =
n

∑
i=0

aiAi = a0In +a1A+ · · ·+anAn.

定义 3.3.6. F [A ] := { f (A ) | f (x) ∈ F [x]}, F [A] := { f (A) | f (x) ∈ F [x]}.

命题 3.3.15. F [A ]是 End(V )的子空间, F [A]是 Fn×n 的子空间. 定理 3.3.14的对应将 F [A ]对

应到 F [A],将 f (A )对应到 f (A).

现在假设 {β1, · · · ,βn}是 V 的另外一组基. 则存在可逆阵 P,使得

(β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)P.

所以

A (β1, · · · ,βn) = A (α1, · · · ,αn)P = (α1, · · · ,αn)AP = (β1, · · · ,βn)P−1AP.

我们得到

定理 3.3.16. 设 A 是线性变换,它在基 {α1, · · · ,αn}下的矩阵是 A. 设矩阵 B = P−1AP,其中 P

是可逆阵. 如果从基 {α1, · · · ,αn}到基 {β1, · · · ,βn}的过渡矩阵是 P,则 A 在基 {β1, · · · ,βn}下
的矩阵是 B. 反之,如果 A 在基 (β1, · · · ,βn)下的矩阵是 B,则 (β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)P′,其中

P′P−1与 A乘积可交换.

例 3.3.8. 对于方阵 A∈Fn×n,记线性变换A : Fn→Fn, x 7→Ax.则A 在 Fn的标准基 {e1, · · · ,en}
下的矩阵是 A. 若 P = (x1, · · · ,xn) 是 n 阶可逆方阵, 则 A 在 Fn 的基 {x1, · · · ,xn} 下的矩阵是
P−1AP.
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3.3.5 线性函数与对偶空间

定义 3.3.7. 设 V 是域 F 上的线性空间. 线性映射 f : V → F 称为线性函数或线性泛函.

V 上所有线性函数的全体,即线性空间L (V,F),称为 V 的对偶空间 (dual space),记作 V ∗,

例 3.3.9. 设 V = Fn. 定义映射 f : V → F 如下: 对 x = (x1,x2, · · · ,xn)
T ∈V ,

f (x) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn = (c1, · · · ,cn)x.

则 f 是 V 上的线性函数.

反之,若 f 是 V 上的线性函数,设 f (ei) = ci ∈ F,则

f (x) = x1 f (e1)+ x2 f (e2)+ · · ·+ xn f (en) = c1x1 + · · ·+ cnxn.

故 V ∗→ F1×n, f 7→ (c1,c2, · · · ,cn)是线性空间的同构.

事实上,这个例子以及下面命题所给出的更一般形式都是定理 3.3.12的特殊情况:

命题 3.3.17. 设 V 是域 F 上的线性空间, M := {α1,α2, . . . ,αn}为 V 的一组基. 对于 V 上的线性

函数 f ,令 ci = f (αi) ∈ F. 则映射

V ∗→ F1×n, f 7→ (c1, · · · ,cn)

是线性空间的同构,其中 (c1, · · · ,cn)的逆为线性函数

f (α) = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn = (c1, · · · ,xn)x, (3.12)

其中 x是 α 在基 M下的坐标.

设 {α1, · · · ,αn}是 V 的一组基. 令 α∗i ∈V ∗ 是命题 3.3.17中向量 eT
i = (0, · · · ,1, · · · ,0)对应

的线性函数,即 α∗i 是在 αi处取值是 1,而在 α j ( j 6= i)处取值为 0的线性函数,也就是说它由下

式定义:

α∗i (α j) = δi j =

1, 若 i = j;

0, 若 i 6= j.
(3.13)

定理 3.3.18. 向量组 {α∗1 , · · · ,α∗n}是 V ∗的一组基.

证明. 由于 dimV ∗ = n, 故只需证明 {α∗1 , · · · ,α∗n} 线性无关即知它是 V ∗ 的一组基. 若 λ1α∗1 +
· · ·+λ1α∗n = 0,将它在 αi处取值,则

0 = (λ1α∗1 + · · ·+λ1α∗n )(αi) = λi,

这就说明了它的线性无关性.

定义 3.3.8. 对偶空间 V ∗的基 {α∗1 , · · · ,α∗n}称为 {α1, · · · ,αn}的对偶基 (dual basis).

对于线性函数 f ∈ V ∗, 将 f 表示为线性组合 f = λ1α∗1 + · · ·+λnα∗n . 对等式两边同时在 αi

处取值,就得到 λi = f (αi). 因此 f 在对偶基 {α∗1 , · · · ,α∗n}下的坐标为 ( f (α1), · · · , f (αn))
T ,即

f = f (α1)α∗1 + · · ·+ f (αn)α∗n . (3.14)
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例 3.3.10. 迹映射 Tr是线性空间 Fn×n的线性函数. 如果取 Fn×n的基为 {Ei j | 1≤ i, j ≤ n},那么
Tr = E∗11 +E∗22 + · · ·+E∗nn.

例 3.3.11. 设 F ⊆C.设V =F [x]≤n为次数不超过 n的多项式构成的线性空间.求基 {α1,α2, . . . ,αn+1}
的对偶基,其中 αi = xi−1, 1≤ i≤ n+1.

解. 设 { f1, f2, . . . , fn+1} 为 {α1,α2, . . . ,αn+1} 的对偶基. 由 fi(x j−1) = fi(α j) = δi j, 故对 p(x) =
n
∑
j=0

p jx j ∈V ,有

fi(p) =
n

∑
j=0

p j fi(α j+1) =
n

∑
j=0

p jδi, j+1 = pi−1 =
p(i−1)(0)
(i−1)!

, (i = 1,2, . . . ,n+1).

例 3.3.12. 设 F = R. 设 V = 〈sin(x),sin(2x), . . . ,sin(nx)〉, 求 V 的一组基 {α1 = sin(x),α2 =

sin(2x), . . . ,αn = sin(nx)}的对偶基.

解. 设 { f1, f2, . . . , fn}为 {α1,α2, . . . ,αn}的对偶基. 由 fi(sin( jx)) = δi j,对 p(x) =
n
∑
j=1

p j sin( jx) ∈

V ,有

fi(p) =
n

∑
j=1

p j fi(α j) = pi =
1
π

∫ 2π

0
p(x)sin(ix)dx, (i = 1,2, . . . ,n+1).

现在令 V ∗∗ = (V ∗)∗ = L (V ∗,F),即 V 的对偶空间的对偶空间. 对于 f ∈V ∗, α ∈V ,我们定

义

α∗∗ : V ∗→ F, f 7→ f (α).

则对于 f ,g ∈V ∗, λ ,µ ∈ F ,有

α∗∗(λ f +µg) = (λ f +µg)(α) = λ f (α)+µg(α) = λα∗∗( f )+µα∗∗(g).

这说明 α∗∗ ∈V ∗∗.

定理 3.3.19. 映射 τ : V →V ∗∗, α 7→ α∗∗是线性空间的同构.

证明. 首先证明 τ 是线性映射. 设 α,β ∈V , λ ,µ ∈ F ,对于任意 f ∈V ∗,我们有

(λα∗∗+µβ ∗∗)( f ) = λ f (α)+µ f (β ) = λα∗∗( f )+ββ ∗∗( f ),

因此 τ(λα +µβ ) = λτ(α)+µτ(β ),即 τ 是线性映射.

其次证明 τ 是单射. 若 τ(α) = τ(β ),则对于任意 f 均有 f (α) = f (β )即 f (α−β ) = 0. 但根

据推论 3.3.5,若 γ 6= 0,总存在 f ∈V ∗使得 f (γ) 6= 0. 这就说明 α−β = 0即 α = β .

最后证明 τ 是满射. 设 (α1, · · · ,αn)是 V 的基. 则 α∗∗i (α∗j ) = δi j. 重复定理 3.3.18的证明,就

得到 (α∗∗1 , · · · ,α∗∗n )线性无关,它是 V ∗∗的一组基.

注记. 定理给出的同构与基的选取没有关系, 被称为典范同构 (canonical isomorphism). 我们可

以通过此同构将 V 与 V ∗∗等同起来.

另外,学完下一节线性映射的同态基本定理的内容后,我们将只需要证明 τ 是单射或者满
射就可以得到 τ 是同构映射.
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推论 3.3.20. 对偶空间 V ∗中的任一组基都是 V 中某组基的对偶基.

证明. 设 { f1, · · · , fn}是V ∗的一组基, {F1, · · · ,Fn}是V ∗∗中 { f1, · · · , fn}的对偶基.将V ∗∗与V 等

同起来,设 {F1, · · · ,Fn}在V 中对应的基为 {α1, · · · ,αn},故 Fi( f j)= f j(αi)= δi j.于是 { f1, · · · , fn}
是 {α1, · · · ,αn}的对偶基.

线性函数可以用来研究线性空间一组基的线性相关与无关性.

引理 3.3.21. 设 V 是域 F 上的 n维线性空间. 则 V 中向量 α = 0当且仅当对于任意 f ∈V ∗均有

f (α) = 0成立.

证明. 必要性显然. 充分性由推论 3.3.5给出: 若 γ 6= 0,总存在 f ∈V ∗使得 f (γ) 6= 0.

注记. 显然可以将引理中的条件 ‘‘对于任意 f ∈V ∗ 均有 f (α) = 0成立”替换为 ‘‘存在 V ∗ 的一

组基 { f1, . . . , fn}使得 fi(α) = 0对于 i = 1, . . . ,n均成立”.

定理 3.3.22. 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间, { f1, . . . , fn} 是 V ∗ 的一组基. 则 V 中向量组

{α1,α2, . . . ,αm}线性相关 (无关)当且仅当 ai = ( f1(αi), f2(αi), . . . , fn(αi))
T , i= 1,2, . . . ,m在 Fn×1

中线性相关 (无关).

证明. 线性相关的等价性自然推出线性无关的等价性,故只需证线性相关等价.

由定义, {α1,α2, . . . ,αm} 线性相关当且仅当存在不全为 0 的数 λi ∈ F (1 ≤ i ≤ m), 使得

λ1α1+ · · ·+λmαm = 0.根据上面的引理及注记,这又等价于存在不全为 0的数 λi ∈F (1≤ i≤m),

使得

f j(λ1α1 + · · ·+λmαm) = λ1 f j(α1)+ · · ·+λm f j(αm) = 0

对于 1≤ j ≤ m成立,即

λ1a1 + . . .+λmam = 0.

最后这个条件就是说 {a1, . . . ,am}线性相关.

推论 3.3.23. 记号同定理 3.3.22. 则

rank{α1, · · · ,αm}= rank{a1, · · · ,am}= rank( fi(α j))n×m.

证明. 不妨设 {α1, . . . ,αr}为 {α1, . . . ,αm}的一组极大无关组. 根据定理 3.3.22知 {a1, . . . ,ar}线
性无关而 {a1, . . . ,ar,a j}线性相关 (1 ≤ j ≤ m),即 {a1, . . . ,ar}是 {a1, . . . ,am}的极大无关组,所

以它的秩也是 r. 最后一个等式是显然的.

推论 3.3.24. 设 V 为 n维线性空间, { f1, . . . , fn}是 V ∗ 的一组基. 则 V 中向量组 {α1, . . . ,αn}是
V 的一组基当且仅当 det( fi(α j)) 6= 0.

例 3.3.13. 设 V = Fn×n是 F 上 n阶方阵全体按矩阵加法与数乘构成的线性空间, f 是 V 上的线

性函数. 证明: 存在唯一的矩阵 A ∈V 使得 f (X) = Tr(AX), X ∈V .
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证明. 设 Ei j (i, j = 1, . . . ,n)是 n阶基本矩阵, 它们构成 V 的一组基. 对于 X = (xi j)n×n ∈ V , 则

X =
n
∑

i=1

n
∑
j=1

xi jEi j. 故

f (X) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

xi j f (Ei j).

易验证 xi j = Tr(E jiX). 于是

f (X) = Tr

(
n

∑
i=1

n

∑
j=1

f (Ei j)E jiX

)
= Tr(AX),

这里 A = ( f (E ji)) ∈V . 这就证明了存在性.

下证唯一性. 若对于任意 X ∈ V 均有 f (X) = Tr(AX) = Tr(BX), 则 Tr((A−B)X) = 0. 若

A−B = (ci j) 6= 0,不妨设 ckl 6= 0. 则 Tr((A−B)Elk) = 1 6= 0,这不可能.

习题 3.3

习题 1. 证明命题 3.3.1.

习题 2. 设 A =

(
a b

c d

)
∈ F2×2. 定义映射

A : X ∈ F2×2 7→ AX ∈ F2×2.

证明 A 为 F2×2上的线性变换,且求 A 在基 (E11,E12,E21,E22)下的矩阵.

习题 3. 设 A是域 F 上 n阶方阵. 证明映射 f : Fn×n→ Fn×n, f (X) = AX−XA是线性映射,并证

明 f 不是满射.

习题 4. 设矩阵 A =


1 3 5 7 9

2 4 6 8 10

1 1 1 1 1

. 设A 是线性变换 x ∈ F5×1 7→ Ax ∈ F3×1. 试求 F5×1的

基 M1 和 F3×1的的基 M2,使得 A 在这两组基下的矩阵是

(
Ir O
O O

)
的形式.

习题 5. 设线性空间 F2×2的一组基为 {α1 = E11−E12, α2 = E12−E21, α3 = E21−E22, α4 = E22}.
试将 F2×2 上的迹映射表示为 {α1, α2, α3, α4}的对偶基的线性组合.

习题 6. 设 M1 和 M2 是线性空间 V 的两组基, M1 到 M2 的过渡矩阵是 P. 设 M∗1 和 M∗2 分别是

M1和 M2 的对偶基. 求 M∗1 到 M∗2 的过渡矩阵.

习题 7. 设 V = F [x]≤n 为次数不超过 n 的多项式构成的线性空间. 求基 {α1 = 1,α2 = x−
1, . . . ,αn+1 = (x−1)n}的对偶基.

习题 8. 设 f 是 Fn×n 上的线性函数,且 f (AB) = f (BA)对任意 A,B ∈ Fn×n 成立. 证明: 存在常

数 c ∈ F 使得 f = cTr.
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习题 9. 设 V 是 F-线性空间. 对于 V 中的任意非空子集 S,定义它的零化子

Ann(S) = { f ∈V ∗ | f (α) = 0 ∀ α ∈ S}.

证明:

(1) Ann(S)是 V ∗的子空间,其维数等于 dimV − rank(S).

(2) 对于 V 的子空间 V1 与 V2,有

Ann(V1∩V2) = Ann(V1)+Ann(V2), Ann(V1 +V2) = Ann(V1)∩Ann(V2).

(3) 若 V =V1⊕V2,则 V ∗ = Ann(V1)⊕Ann(V2).

3.4 商空间与同态基本定理

3.4.1 商空间

整数和多项式上的同余概念可以推广到线性空间情形.

定义 3.4.1. 设 V 是域 F 上的线性空间, W 是 V 的子空间. 设 α,β ∈V . 若 α−β ∈W ,则称 α 与
β 模W 同余,记为 α ≡ β mod W .

命题 3.4.1. 模W 同余关系是 V 上的等价关系,且若 α1 ≡ β1 mod W, α2 ≡ β2 mod W, 则对任

意 λ ,µ ∈ F,均有

λα1 +µα2 ≡ λβ1 +µβ2 mod W.

证明. 根据定义和子空间的性质立得,留作练习.

对于 α ∈V ,记 α 在上述等价关系下的同余类为 α ,则 α := α +W = {α + γ | γ ∈W}. 故

α = β ⇐⇒ α−β ∈W.

例 3.4.1. 设 V = R2, W = {(x,0) | x ∈ R}. 则对于 α = (x1,y1), β = (x2,y2),

α = β ⇐⇒ y1 = y2.

用 V/W 表示 V 模W 的同余类集合,并在其上定义加法和数乘运算:

α +β := α +β , λα = λα .

由命题 3.4.1知上述定义是良定义的,与同余类里的代表元选取无关. 这样 V/W 就构成域 F 上

一个线性空间,它以 0为零向量,以 −α 为 α 的负元.

定义 3.4.2. V/W 称为 V 关于子空间W 的商空间 (quotient space).

定理 3.4.2. 设 V 是域 F 上的线性空间, W 是它的子空间.

(1) 映射 π : V →V/W, α 7→ α 是满线性映射.
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(2) 设 U 是W 的一个补空间, ι : U → V 为包含映射. 则 σ = π ◦ ι : U → V → V/W 是线性空

间的同构.

证明. (1) π 显然是满射, V/W 上的加法和数乘定义直接给出它是线性映射.

(2)显然 ι 是线性映射,故复合映射 σ = π ◦ ι 也是线性映射.

σ 是单射:若 α,β ∈U ,使得 σ(α)=σ(β ),即 α = β .这说明 α−β ∈W .但又显然 α−β ∈U ,

故 α−β ∈U ∩W = {0},所以 α = β .

σ 是满射: 对任意 α ∈ V/W , 取它的一个代表元 α . 则 α 可以写为 α1 +α2 的形式, 其中

α1 ∈U , α2 ∈W . 故 σ(α1) = α1 = α .

由于补空间U 的维数即 dim(V )−dim(W ),故上述同构说明

推论 3.4.3. dim(V/W ) = dim(V )−dim(W ).

3.4.2 线性映射的像与核

定义 3.4.3. 设 A : U → V 为线性映射. 称 Im(A ) := {A (α) | α ∈ U} 为 A 的像 (image), 称

ker(A ) := {α ∈U |A (α) = 0}为 A 的核 (kernel).

命题 3.4.4. Im(A )为 V 的子空间, ker(A )为U 的子空间.

证明. 若 α,β ∈ ImA ,设 α = A (α ′), β = A (β ′),那么

λα +µβ = λA (α ′)+µA (β ′) = A (λα ′+µβ ′) ∈ ImA .

所以 Im(A )为 V 的子空间.

若 α,β ∈ kerA ,则 A (α) = A (β ) = 0. 所以

A (λα +µβ ) = 0 =⇒ λα +µβ ∈ ker(A ).

所以 ker(A )为U 的子空间.

命题 3.4.5. 线性映射 A 是单射当且仅当 ker(A ) = 0, A 是满射当且仅当 Im(A ) =V .

证明. 后者根据定义是显然的.

对于前者, A 是单射自然说明 ker(A ) = 0. 反过来, 设 ker(A ) = 0. 若 A (α) = A (β ), 则
A (α−β ) = 0,即 α−β ∈ ker(A ),故 α = β .

例 3.4.2. 设矩阵 A = (a1, · · · ,an) ∈ Fm×n,线性映射 A : Fn→ Fm, A (x) = Ax. 则

(1) 核空间 kerA = {x ∈ Fn | Ax = 0}就是齐次线性方程组 Ax = 0的解空间,

(2) 像空间 Im(A ) = {Ax ∈ Fm | x ∈ Fn}= {x1a1 + · · ·+ xnan | xi ∈ F}就是 A的列向量空间.

此后我们直接记 ker(A )为 ker(A),记 Im(A )为 Im(A).

例 3.4.3. 设 V =U⊕W,则投影映射 prU : V →U 的核 kerprU =W,像 ImprU =U.

例 3.4.4. 商映射 π : V →V/W 的核 kerπ =W.
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定理 3.4.6. 设 A : U →V 是域 F 上的线性映射, A是 A 在U 和 V 的某一对基下矩阵. 则

dimIm(A ) = rank(A ) = rank(A).

证明. 设 rank(A ) = r,则存在U 的基 {α1, · · · ,αn}和 V 的基 {β1, · · · ,βm},使得

A (α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βm)

(
Ir O
O O

)
.

这就是说

A αi = βi (i≤ r), A αi = 0 (i > r).

所以

ImA = 〈A α1, · · · ,A αn〉= 〈β1, · · · ,βr〉

它的维数等于 r.

证法 2. 定理就是例 3.3.7的特殊情况.

证法 3. 根据图表
U A−−−−→ V

σ1

y σ2

y
Fn x7→Ax−−−−→ Fm

则有 ImA ∼ ImA. 然后利用例 3.4.2的结果即得.

注记. 根据上述定理,线性映射 A 的秩 rank(A )也可以直接定义为像空间 Im(A )的维数. 核

空间 ker(A )的维数 dimker(A )在文献中也称为 A 的零度,记为 γ(A ).

定理 3.4.7 (线性映射同态基本定理). 设 A : U →V 是线性映射. 则诱导映射

A : U/ker(A )→ Im(A ), α 7→A (α)

是线性空间的同构映射.

注记. 设 π : U→U/ker(A )为自然的商映射, ι : ImA →V 为自然的包含映射,则A = ι ◦A ◦π ,

其中 ι 是单射, π 是满射,而 A 是同构 (既单且满).

证明. 首先证明A 是良定义的. 如果 α = β ,那么 α−β ∈ ker(A ),这就说明A (α) = A (β ). 所
以 A 在同余类上的取值与代表元的选取没有关系.

其次证明 A 是线性映射. 设 α,β ∈U/kerA , λ ,µ ∈ F ,我们有

A (λα +µβ ) = A (λα +µβ ) = A (λα +µβ ) = λA (α)+µA (β ) = λA (α)+µA (β ).

最后证明 A 是一一对应. A 是满射是显然的. 要证明它是单射,只需看它的核: ker(A ) =

{α |A (α) = 0}= {α | α ∈ ker(A )}= {0}.
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推论 3.4.8 (维数公式). 对于任意线性映射 A : U →V ,均有

dimU = rank(A )+dimker(A ). (3.15)

特别地,设 A ∈ Fm×n,考虑映射 A : Fn→ Fm, x −→ Ax,则齐次线性方程组 Ax = 0的解空间
的维数

dimker(A) = n− rank(A). (3.16)

下面定理确定同构映射 (可逆线性映射)的一些充分必要条件.

定理 3.4.9. 设 A : U →V 是线性映射. 则下列条件等价:

(1) A 是同构映射.

(2) dim(U) = dim(V )且 ker(A ) = 0.

(3) dim(U) = dim(V )且 Im(A ) =V .

(4) ker(A ) = 0且 Im(A ) =V .

证明. 首先若 (1) 成立, 即 A 是同构映射, 自然有 dim(U) = dim(V ), A 是单射即 ker(A ) = 0,

A 是满射即 Im(A ) =V . 故 (2), (3), (4)均成立.

(4)就是说 A 既单且满,即 A 是同构. 故 (4) ⇐⇒ (1).

(2)⇒ (4): 由维数公式, dimIm(A ) = dimU−dimker(A ) = dimV ,故 Im(A ) =V .

(3)⇒ (4): 由维数公式, dimker(A ) = dimU−dimIm(A ) = 0,故 ker(A ) = 0.

对于可逆线性变换,定理 3.4.9给出下述结果:

定理 3.4.10. 设 A : V →V 是线性变换. 则下列条件等价:

(1) A 是可逆线性变换.

(2) A 是单射,即 ker(A ) = 0.

(3) A 是满射,即 Im(A ) =V .

(4) A 在任意基下的矩阵是可逆方阵.

(5) A 将 V 的一组基映为另外一组基.

证明. (1), (2), (3)的等价是定理 3.4.9的直接推论.

(1)与 (4)的等价是定理 3.3.14的结果.

(1)⇒ (5)是同构映射的性质. 反过来,若 A 将基 {α1, · · · ,αn}映到基 {β1, · · · ,βn}. 设 P是

{α1, · · · ,αn}到 {β1, · · · ,βn}的过渡矩阵,则 P可逆,且

A (α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)P,

故 A 是可逆线性变换.
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我们在第二章用矩阵方法 (特别是分块矩阵的理论) 证明了关于矩阵秩的一些不等式. 根

据线性映射 (变换)与矩阵 (方阵)的对应关系,这些不等式可以通过几何方法来重新证明. 几何

方法通过线性空间的包含关系得到维数间的不等式, 再利用维数公式, 以及空间维数与矩阵秩

的关系,最终得到秩的相关不等式.

例 3.4.5. 设 A ∈ Fm×n,B ∈ Fn×p. 证明

rank(AB)≤min{rank(A), rank(B)}.

证明. 考虑复合映射

F p B−→ Fn A−→ Fm.

由 Im(AB) ⊆ Im(A) 即得 rank(AB) ≤ rank(A). 由 ker(B) ⊆ ker(AB) 即得 p− rank(B) ≤ p−
rank(AB),故 rank(AB)≤ rank(B).

例 3.4.6. 设 A为 n阶方阵,且 rank(Ak) = rank(Ak+1). 证明 rank(Ak+1) = rank(Ak+2) = · · · .

证明. 考虑线性变换A : Fn→ Fn, x 7→ Ax. 对于 n≥ 1,线性变换A n即 x 7→ Anx = An−1(Ax). 这
就说明

ImA⊇ ImA2 ⊇ ·· · ⊇ ImAk ⊇ ImAk+1 ⊇ ·· · .

由于 rank(Ak) = rank(Ak+1), 由维数公式得 dimImA k = dimImA k+1, 因此 ImA k = ImA k+1,

即 A k(Fn) = A k+1(Fn). 所以

A k+1(Fn) = A (A k(Fn)) = A (A k+1(Fn)) = A k+2(Fn).

即 ImA k+1 = ImA k+2. 再由维数公式就得 rank(Ak+1) = rank(Ak+2) = · · · .

例 3.4.7. 设 A为 n阶方阵. 证明

rank(Ak)− rank(Ak+1)≥ rank(Ak+1)− rank(Ak+2).

证明. 考虑线性变换 A : Fn→ Fn, x 7→ Ax. 定义

U = A k(Fn), V = A k+1(Fn), W = A k+2(Fn).

我们有U ⊇V ⊇W 且

dimU = rank(Ak), dimV = rank(Ak+1), dimW = rank(Ak+2).

设 A1 : U →V , x 7→ Ax及 A2 : V →W , x 7→ Ax. 这两个映射都是满射,且

ker(A2) = {x ∈V | Ax = 0} ⊆ ker(A1) = {x ∈U | Ax = 0}.

由维数公式我们有

dimker(A2) = rank(Ak+1)− rank(Ak+2), dimker(A1) = rank(Ak)− rank(Ak+1),

故 dimker(A2)≤ dimker(A1)就给出

rank(Ak+1)− rank(Ak+2)≤ rank(Ak)− rank(Ak+1).
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注记. 当然,本题也给出上个例题的另一种证明.

例 3.4.8 (Sylvester不等式). 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p. 证明

rank(AB)≥ rank(A)+ rank(B)−n.

证明. 考虑线性映射 A : Fn→ Fm, x 7→ Ax及 B : F p→ Fn, y 7→ By. 令 A1 = A |Im(B). 首先由

ker(A1) = ker(A )∩ Im(B)知 dimker(A1)≤ dimker(A ). 另一方面,由维数公式,

dimker(A ) = n− rank(A),

dimker(A1) = dimIm(B)−dimIm(A B) = rank(B)− rank(AB).

综合这三个式子即得欲证.

注记. 本例和上例都是 Frobenius不等式 (例 2.3.8)的特殊情况,后者的几何证明见习题.

习题 3.4

习题 1. 设 V 是线性空间, W 是它的子空间. 证明: 模 W 同余关系是 V 上的等价关系, 且若

α1 ≡ β1 mod W, α2 ≡ β2 mod W,则对任意 λ ,µ ∈ F,均有

λα1 +µα2 ≡ λβ1 +µβ2 mod W.

习题 2. 设 V 是线性空间, W 是它的子空间. 将 W 的一组基 {α1, · · · ,αr} 扩充为 V 的一组基

{α1, · · · ,αn}. 证明: {αr+1, · · · ,αn}是商空间 V/W 的一组基.

习题 3. 设 A 是 V 上的线性变换,满足条件 A 2 = A . 证明: V = ker(A )⊕ im(A ).

习题 4. 设线性变换 A : F3×3→ F3×3, X 7→ X +XT . 分别求 kerA 与 imA 的一组基.

习题 5. 设 A : V →V 是线性变换,多项式 f (x), g(x) ∈ F [x]. 证明: 若 f (x) | g(x),则

ker f (A )⊂ kerg(A ), im f (A )⊃ img(A ).

习题 6. 设 V1, V2, W 是线性空间 V 的子空间且 V2 ⊂V1. 证明:

dimV1−dimV2 ≥ dim(V1∩W )−dim(V2∩W ),

并求等式成立的充分必要条件.

习题 7. 设 f 和 g分别是 m次和 n次复系数多项式. 考虑映射

φ : Cn−1[x]×Cm−1[x]→ Cm+n−1[x], (u,v) 7→ u f + vg,

其中 Cd [x]表示次数不超过 d 的多项式构成的向量空间.

(1) 证明 φ 是线性映射,并求 φ 在 Cn−1[x]×Cm−1[x]的基 {(1,0), (x,0), · · · , (xm−1,0), (0,1),

(0,x), · · · , (0,xn−1)}和 Cm+n−1[x]的基 {1,x, · · · ,xm+n−1}下的矩阵.
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(2) 证明: f 与 g的 Sylvester方阵 S的秩 rank(S) = m+n−deg(gcd( f ,g)).

习题 8. 设 A 和 B 是 V 上的线性变换, 满足条件 A 2 = A , B2 = B, ker(A ) ⊆ im(B) 及

im(A )⊆ ker(B). 证明: A +B是恒等变换.

习题 9 (Frobenius不等式). 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p, C ∈ F p×r. 证明

rank(AB)+ rank(BC)≤ rank(ABC)+ rank(B).

习题 10. 设 V1, V2是线性空间 V 的子空间. 证明: 商空间 (V1 +V2)/V1 与 V2/V1∩V2 同构.

习题 11. 设 V0, · · · ,Vn+1 为 F 上有限维线性空间, V0 = Vn+1 = {0}. 对于 i = 0,1, · · · ,n, 设 Ai :

Vi→Vi+1是线性映射,且满足条件 kerAi+1 = ImAi (这里 i = 0,1, · · · ,n−1). 证明

n

∑
i=1

(−1)i dimVi = 0.

3.5 特征多项式和最小多项式

3.5.1 方阵的相似

根据定理 3.3.16, 同一线性变换在不同基下的方阵满足关系 B = P−1AP. A 与 B 之间的关

系,就是相似关系. 相似矩阵的初步知识在《线性代数 I》中已经介绍. 这里我们回顾一下它的

定义和基本性质.

定义 3.5.1. 设 A,B是域 F 上的 n阶方阵. 若存在 F 上的可逆阵 P使得 B = P−1AP,则称 A与 B

在 F 中相似 (similar)或者 F-相似,或简称相似.

命题 3.5.1. 相似关系是等价关系.

证明. 这由可逆阵的性质立得. 由单位阵是可逆阵知自反性,由 P可逆则 P−1可逆且 (P−1)−1 =

P知对称性,由 (PQ)−1 = Q−1P−1 得到传递性.

定理 3.3.16就是说

定理 3.5.2. 方阵 A与 B相似当且仅当它们是同一线性变换在不同基下的矩阵.

如何寻找恰当的基使得线性变换在此基下的方阵有简单的形式,或者等价地说在方阵的相

似等价类里面找到最简单的矩阵,就是相似标准形理论的主要内容.

我们给出相似矩阵一些初步知识:

定理 3.5.3. 设方阵 A与 B相似,即 B = P−1AP. 则

(1) rank(A) = rank(B), det(A) = det(B), Tr(A) = Tr(B).

(2) 对任意 f (x) ∈ F [x], f (B) = P−1 f (A)P,故 f (A)与 f (B)相似.

(3) 多项式 det(xIn−A) = det(xIn−B).
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证明. (1)根据 B = P−1AP,故 B与 A相抵,所以

rank(A) = rank(B).

由行列式的积性,所以

det(B) = det(P−1)det(A)det(P) = det(A).

根据 Tr(AB) = Tr(BA),故

Tr(B) = Tr(P−1(AP)) = Tr((AP)P−1) = tr(A).

(2)这是由于对每个非负整数 m均有 Bm = (P−1AP)n = P−1AmP,再由矩阵加法即得 f (B) =

P−1 f (A)P.

(3)由 xIn−B = P−1(xIn−A)P立得.

命题 3.5.4. 设 A1 和 A2 分别为 m阶和 n阶方阵,则 diag(A1,A2)与 diag(A2,A1)相似. 因此准对

角阵的对角块任意排列后得到的新矩阵和原矩阵相似.

证明. 这是由于 (
In

Im

)(
A1

A2

)(
Im

In

)
=

(
A2

A1

)
.

3.5.2 特征多项式、特征值和特征向量

根据相似的性质,我们可以引入特征多项式的定义.

定义 3.5.2. 方阵 A的特征多项式 (characteristic polynomial) φA(x) := det(xIn−A).

线性变换 A 的行列式 det(A ),迹 Tr(A )与特征多项式 φA (x)即 A 在某组基下的矩阵 A

的行列式 det(A),迹 Tr(A)与特征多项式 φA(x).

对于 n阶方阵 A = (ai j),它的特征多项式

φA(x) = det(xIn−A) = xn +a1xn−1 + · · ·+an

是 F 上的 n次首一多项式. 设它的 n个根 (可以是在 F 的某个扩域里面,比如复数域 C中)为

λ1, · · · ,λn. 则

φA(x) = (x−λ1) · · ·(x−λn).

另一方面,由于 an = φA(0) = (−1)n det(A), a1 = −a11−·· ·− ann = −Tr(A),根据韦达定理,就得

到

定理 3.5.5. 设特征多项式 φA(x)的 n个根为 λ1, · · · ,λn. 则

Tr(A) =−a1 = λ1 + · · ·+λn, det(A) = (−1)nan = λ1 · · ·λn. (3.17)

注记. 事实上,若域 F 是复数域的子域,则

ak = (−1)k ∑
1≤i1<···<ik≤n

A

(
i1 i2 · · · ik
i1 i2 · · · ik

)
, (3.18)

即 (−1)k×A的所有 k阶主子式之和. 我们将在习题里证明这个结果.
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根据准上三角矩阵行列式的计算公式,它的特征多项式有下述简单性质:

命题 3.5.6. 设 A =

(
A1 B

O A2

)
是上三角阵,则 φA(x) = φA1(x)φA2(x).

在介绍数乘变换 λI 的时候,我们曾指出它将每个向量 α 变为 λα ,即将每个向量拉伸或

者压缩 λ 倍. 如果考虑只对某一个向量出现这种情况,就有特征向量的定义.

定义 3.5.3. 设 A 是 V 上的线性变换. 若存在 α 6= 0及 λ ∈ F 使得 A α = λα ,则称 λ 为 A 在

域 F 中的特征值 (eigenvalue), α 称为 A 关于 λ 的特征向量 (eigenvector).

类似地,对于 n阶方阵 A,若存在 0 6= x ∈ Fn 及 λ ∈ F 使得 Ax = λx,则称 λ 为 A在域 F 中

的特征值, x称为 λ 的特征向量.

下面命题说明线性变换 A 与它在某组基下矩阵的特征值和特征向量的关系.

命题 3.5.7. 设 A 是线性变换,它在基 {α1, · · · ,αn}下的矩阵是 A. 若 α 是 A 的特征值 λ 的特
征向量,令 x是 α 的坐标,则 x是 A的特征值 λ 的特征向量. 反之亦然.

证明. 一方面,若 0 6= α 且 A (α) = λα ,则 x 6= 0且

A (α) = A (α1, · · · ,αn)x = (α1, · · · ,αn)(Ax) = λα = (α1, · · · ,αn)(λx),

故 Ax = λx. 反之同理可得.

下述定理则将特征多项式与特征值联系起来:

定理 3.5.8. λ 是线性变换 A (对应地, 方阵 A) 在域 F 中的特征值当且仅当它是特征多项式

φA (x) (对应地, φA(x))在 F 中的根.

证明. 只需证明矩阵情形,线性变换情形由上面的命题立得. 我们有

λ是 A的特征值 ⇐⇒ 存在 0 6= x, 使得 Ax = λx

⇐⇒ 齐次方程组 (λ In−A)x = 0有非零解

⇐⇒ rank(λ In−A)< n ⇐⇒ det(λ In−A) = 0

⇐⇒ λ是 φA(x)的根.

注记. 根据定理, φA(x)的 n个根 λ1, · · · , λn 中,位于域 F 中的根是 A在 F 上的特征值,而其他

根则不是. 但我们可以将域 F 扩大为域 K,这样就可以说包含在域 K 中的根是 A在域 K 上的

特征值. 此后若不做特殊说明,我们提及方阵 A的特征值就是指它的特征多项式的所有根,而

提及它在 F 上的特征值就是指特征多项式在 F 里的根.

例 3.5.1. 对于方阵

(
0 2

1 0

)
, ±
√

2是它的实特征值,但它没有有理特征值. 对于方阵

(
0 −1

1 0

)
,

±i是它的复特征值,但它没有实特征值,当然也就没有有理特征值.

下面命题是显然的:

命题 3.5.9. 设 λ 是方阵 A (对应地,线性变换 A )的特征值, x (对应地, α)是 λ 的特征向量. 则

对于任意 f (x) ∈ F [x], f (λ )是 f (A)(或者 f (A ))的特征值, x (对应地, α)是 f (λ )的特征向量.
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3.5.3 最小多项式与零化多项式

设 A是域 F 上的 n阶方阵. 设 F0是 A的元素生成的最小子域. 注意到 F [A]是有限维 F-线

性空间 Fn×n的子空间,故它是维数 ≤ n2的有限维线性空间.

定理 3.5.10. 设 dimF F [A] = k ≤ n2. 则向量组 {In, A, · · · , Ak−1}是线性空间 F [A]的一组基.

证明. 只需证明 {In, A, · · · , Ak−1} 线性无关即可. 否则, 设 λi 不全为 0 使得
k−1
∑

i=0
λiAi = 0. 令

g(x) =
k−1
∑

i=0
λixi,则 g(x)是次数 ≤ k−1的多项式. 对于任意 f (x) ∈ F [x],根据多项式的带余除法,

f (x) = q(x)g(x)+ r(x),其中 deg(r) < deg(g) ≤ k− 1. 故 f (A) = q(A)g(A)+ r(A) = r(A). 这说明

f (A)都是 {In, · · · , Ak−2}的线性组合,与 dimF [A] = k矛盾.

推论 3.5.11. 将 A视为两个域 F 和 K 上的矩阵,则 dimF F [A] = dimK K[A],即维数与域无关.

证明. 设 F 是 F0的任意扩域. 设 dimF0 F0[A] = k0, dimF F [A] = k. 只需要证明 k = k0即可.

一方面,由定理 3.5.10知 {I,A, · · · ,Ak−1}是 F [A]的基,故它是 F-线性无关向量组,从而也

是 F0-线性无关向量组,所以 k ≤ k0.

另一方面, 由定理 3.5.10 知存在唯一一组 λi ∈ F (1 ≤ i ≤ k), 使得 Ak = λ1In +λ2A+ · · ·+
λkAk−1 成立. 对整数 m≥ 0,记 Am = (a(m)

i j ). 则 (λ1, · · · ,λk)
T 是线性方程组

a(0)11 a(1)11 · · · a(k−1)
11

a(0)12 a(1)12 · · · a(k−1)
12

· · · · · · · · · · · ·
a(0)nn a(1)nn · · · a(k−1)

nn




x1

x2

· · ·
xk

=


a(k)11

a(k)12

· · ·
a(k)nn


的唯一解. 由于此线性方程组的系数都在 F0 中,消元法告诉我们这个唯一解也都是 F0 中的元

素,即 λi ∈ F0,从而 {I,A, · · · ,Ak}在 F0 上线性相关,所以 k ≥ k0.

根据上面的推论, dimF F [A] = kA = k只与 A有关,存在唯一一组 ci ∈ F (0≤ i≤ k−1)且它

们必是 F0中元素,使得 Ak =
k−1
∑

i=0
ciAi. 令

dA(x) = xk−
k−1

∑
i=0

cixi. (3.19)

定义 3.5.4. 多项式 dA(x)称为方阵 A的最小多项式 (minimal polynomial). 线性变换 A 的最小

多项式即它在某组基下的方阵的最小多项式.

我们注意到 dA(x) ∈ F0[x]与域 F 的选取无关. 由于 F [A]与 F [P−1AP]同构,且

Ak =
k−1

∑
i=0

ciAi ⇐⇒ (P−1AP)k =
k−1

∑
i=0

ci(P−1AP)i,

这就说明

定理 3.5.12. 相似方阵有着相同的最小多项式,从而线性变换的最小多项式是良定义的.

根据定义, dA(A) = O (或者 dA (A ) = O). 将这条性质推广,就有
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定义 3.5.5. 若 0 6= f (x) ∈ F [x]使得 f (A) = O (或者 f (A ) = O),则称 f x)是 A (或者 A )的一个

零化多项式 (annihilator).

定理 3.5.13. 所有零化多项式都是最小多项式的倍式, 故最小多项式是唯一的次数最低的首一

零化多项式.

证明. 由于 {In,A, · · · ,Ak−1} 线性无关, 故不存在次数 ≤ k− 1 的零化多项式. 设 f (x) 是 A 的

零化多项式, 对 dA(x) 做带余除法, 则 f (x) = q(x)dA(x)+ r(x) (degr ≤ k− 1) 且 r(A) = f (A)−
q(A)dA(A) = O. 这就说明 r(x) = 0即 dA(x) | f (x). 线性变换情形同理可得.

注记. 我们可以直接定义最小多项式为唯一的次数最低的首一零化多项式.

定理 3.5.14. 方阵 A 的所有特征值, 即它的特征多项式的所有根, 都是最小多项式 dA(x) 的根,

并且 dA(x)没有其他根.

证明. 我们假设 F 足够大 (例如 F = C)使得 A的特征多项式的根均在 F 中,即

φA(x) = (x−λ1) · · ·(x−λn), λi ∈ F.

对于 λ = λi,设 x是它的一个特征向量. 则对于任意 f (x) ∈ F [x], f (A)x = f (λ )x. 所以

0 = dA(A)x = dA(λ )x.

由 x 6= 0即得 dA(λ ) = 0.

另一方面,若 λ 6= λi是 dA(x)的根,则 dA(x) = (x−λ )d′(x). 所以 O = (A−λ I)d′(A). 但由于

det(A−λ I) 6= 0,故 A−λ I 可逆,所以 d′(A) = O,这与 dA(x)是最小多项式矛盾.

Cayley1-Hamilton2 定理是线性代数一个核心定理:

定理 3.5.15 (Cayley-Hamilton). 对任意 A ∈ Fn×n,均有 φA(A) = O,即方阵的特征多项式总是它

的零化多项式.

证明. 设 xI−A的伴随方阵为 B(x) = Bn−1xn−1 + · · ·+B1x+B0. 则

(xI−A)B(x) = det(xI−A) · In = φA(x) · In.

设 φA(x) = xn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0. 则上式就是说

Bn−1xn +(Bn−2−ABn−1)xn−1 + · · ·+(B0−AB1)x−AB0 = (xn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0)In.

比较两边的系数,就得到 

Bn−1 = In,

Bn−2−ABn−1 = an−1In,

...

B0−AB1 = a1In,

−AB0 = a0In.

1Arthur Cayley,凯莱, 1821—1895,英国数学家,矩阵理论的奠基人之一.
2William R. Hamilton,哈密尔顿, 1805—1865,爱尔兰数学家,因发现四元数闻名.
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所以

φA(A) =An +An−1 · (an−1In)+ · · ·+A · (a1In)+a0In

=AnBn−1 +An−1(Bn−2−ABn−1)+ · · ·+A(B0−AB1)−AB0 = O.

定理证毕.

下面的结果是 Cayley-Hamilton定理的直接推论:

推论 3.5.16. 对于任意 A ∈ Fn×n,均有 dA(x) | φA(x) | dA(x)n. 特别地, dimF [A]≤ n.

命题 3.5.17. 若 f (x)与 dA(x)互素,则 f (A)可逆. 反之亦然.

证明. 由 Bezout等式,设 u(x) f (x)+ v(x)dA(x) = 1. 两边代入 x = A,则有 u(A) f (A) = In,即 f (A)

可逆.

反之, 若 f (A)可逆. 若 gcd( f (x),dA(x)) = w(x) 6= 1. 由 f (A)可逆则 w(A)可逆. 令 d′(x) =

dA(x)/w(x). 则 d′(A) = O,与 dA(x)是最小多项式矛盾.

例 3.5.2. 设 A =


2 1 1

1 2 1

1 1 2

. 求 A的最小多项式及逆.

证明. 首先计算 A的特征多项式,得

φA(x) = (x−1)2(x−4).

这说明 dA(x)的两个根为 1和 4,从而 dA(x)是 (x−1)a(x−4)的形式,其中 a = 1或者 2. 经计算,

(A− I)(A−4I) = A2−5A+4I = O,

故 dA(x) = (x−1)(x−4). 由 A(5I3−A) = 4I 知

A−1 =
1
4
(5I3−A) =

1
4


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3

 .

例 3.5.3. 设 A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×m,求证 AB与 BA有相同的非零特征值.

证明. 若 λ 6= 0, x 6= 0且 (AB)x = λx,故 Bx 6= 0且 (BA)(Bx) = λ (Bx),这说明 λ 也是 BA的特征

值.

最后我们引入幂零方阵与幂零变换的概念.

定义 3.5.6. 方阵 A称为幂零阵 (nilpotent)是指存在正整数 k使得 Ak = O.

类似地,线性变换 A 称为幂零变换是指存在正整数 k使得 A k = O .

根据定义,若 A是幂零阵,则某个 xk 是 A的一个零化多项式,所以它的最小多项式也必然

是 xl 的形式,故只有一个特征值 0. 反过来如果 A只有唯一的特征值 0,它的最小多项式必然是

xl 的形式,因此 dA(A) = Al = O,即 A为幂零方阵. 这样就得到
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命题 3.5.18. 方阵 A是幂零阵 (等价地说,变换 A 是幂零变换)当且仅当它只有唯一特征值 0.

根据上述结果,容易看出非零幂零阵不可能相似于对角阵.

习题 3.5

习题 1. 设 m阶方阵 A1与 B1相似, n阶方阵 A2与 B2相似. 证明: diag(A1,A2)与 diag(A2,A1)相

似,也与 diag(B1,B2)相似.

习题 2. 设 A是域 F 上 n阶方阵. 设 f (x) ∈ F [x]是非零多项式且满足条件 f (A) = 0. 设多项式

g(x)与 f (x)互素. 证明: g(A)一定是可逆矩阵.

习题 3. 设方阵 A满足条件 A2−2A = O. 试用 A的多项式表示 A+ In的逆.

习题 4. 若方阵 A, B都是幂零阵且 AB = BA,证明: A+B也是幂零阵.

习题 5. 设复方阵 A,B满足条件 AB−BA = B. 证明: B是幂零阵.

习题 6. 设复方阵 A,B,C满足条件 AB−BA =C且 BC =CB. 证明: C是幂零阵.

习题 7. 设 n阶方阵 A的秩为 n−1. 证明: 对任意正整数 k, rank(A)≥ n− k.

习题 8. 设域 F 是复数域的子域,方阵 A的特征多项式 φA(x) = xn +a1xn−1 + · · ·+an. 我们通过

如下步骤证明:

ak = (−1)k · A的所有 k阶主子式之和= (−1)k ∑
1≤i1<···<ik≤n

det A

[
i1, i2, · · · , ik
i1, i2, · · · , ik

]
. (3.20)

(1) 设方阵 B = (bi j),其中 bi j ∈ F [x]. 证明: B的行列式的导数 det(B)′等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b′11 b′12 · · · b′1n

b21 b22 · · · b2n

· · · · · · · · · · · ·
bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

b′21 b′22 · · · b′2n

· · · · · · · · · · · ·
bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

· · · · · · · · · · · ·
b′n1 b′n2 · · · b′nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(2) 证明: φA(x)′等于 A的所有 n−1阶主子阵的特征多项式之和.

(3) 利用数学归纳法证明结论.

习题 9. 设 α = 3
√

2, V =Q[α] = { f (α) | f (x) ∈Q[x]}. 试求 V 上的线性变换 A (v) = (α +1)v的

特征多项式.

习题 10. 挪到第六章第三节：设实数方阵 A =


B I I

I B I

I I B

,其中 B =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

. 试求 A的特

征多项式与最小多项式.

习题 11. 设实方阵 A的特征多项式 φA(x) = x2023 + x+1. 求 A2的特征多项式．
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习题 12. 给出一个 n阶方阵 A的例子,使得 A的最小多项式是 xn +xn−1 +1,并求 A−1的最小多

项式.

习题 13 (实线性变换的复化). 设 V 是实线性空间, A 是 V 上的线性变换. 定义

AC : VC→VC, AC(α + iβ ) = A (α)+ iA (β ),

这里 VC 是 V 的复化 (见本章第一节习题 11). 证明: AC 是 VC 上的线性变换,且它与 A 有相同

的特征多项式. 复线性变换 AC称为线性变换 A 的复化.

3.6 仿射空间及其变换

线性空间讨论的对象是向量,直观上向量是有方向的直线段. 方向一致、长度相等的向量

都视为同一个向量. 但是现实空间通常由点构成,点构成线、线构成面、面构成体,等等. 为描

述该空间的几何对象及其关系,我们需要引入仿射空间的概念.

3.6.1 仿射空间

仿射空间处理几何对象 (如点、线、面等)之间的关系. 它与向量空间之间有密切的联系,

根本原因是两点确定一个向量.

定义 3.6.1. 设 V 是域 F 上的线性空间. 称非空集合 A是与向量空间 V 关联的仿射空间 (affine

space),如果存在一个加法映射 A×V → A, (p,v)→ p+v,满足如下条件:

(1) p+0 = p对任意 p ∈ A成立,这里 0表示 V 中的零向量.

(2) (p+u)+v = p+(u+v)对任意 p ∈ A, u,v ∈V 成立.

(3) 对任意 p,q ∈ A,存在唯一向量 v ∈V 使得 p+v = q.

仿射空间 A的元素 p称为 A的点. 满足条件 (3)的向量 v称为连接点 p与 q的向量,记做 −→pq,

也记为 q−p. 仿射空间 A的维数定义为与之关联的线性空间 V 的维数,记为 dimA. 一般地,我

们用 (A,V )表示 A是与 V 关联的仿射空间.

如果 F = R,称集合 {p+ tv | 0≤ t ≤ 1}为连接点 p与 q的线段,记作 pq.

显然由定义有

p+(q−p) = q, (q−p)+(r−q) = r−p, q−p =−(p−q), p−p = 0.

例 3.6.1. 每个向量空间 V 可视为一个仿射空间. 此时, 空间的元素既看作向量也看作点. 点与

向量的加法就是向量的加法. 例如, Rn = {(x1, . . . ,xn) | xi ∈R, i = 1,2, . . . ,n}中的元素 (x1, . . . ,xn)

既可以视为一个点 p,也可以视为连接原点与点 p的向量.

例 3.6.2. 设V 是线性空间, U 是V 的子空间, v0是V 中的向量.则 B= v0+U := {v0+u | u∈U}
是与U 关联的仿射空间. 其中点与向量加法为向量之间的加法: (v0 +u)+v := v0 +(u+v). 称
B为 V 的一个仿射线性流型或线性流型,称子空间U 为 B的方向.
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上述例子中的仿射流型不过是一个仿射子空间.

定义 3.6.2. 设 (A,V )是仿射空间, p是 A中任意一点, U 是 V 的线性子空间. 称

B= p+U := {p+u | u ∈U}

为 A的仿射子空间, U 为 B的方向子空间.

显然, B是与 U 关联的仿射空间,且 dimB = dimU . 仿射子空间也称为仿射空间的一个平

面,我们通常用 Π来表示一个平面. 维数为 dimV − 1的平面称为超平面. 易知,仿射空间中任

意两个平面的交也是平面 (除非交为空集).

定理 3.6.1. 设 (A,V )是域 F 上的仿射空间,且 F 的特征不为 2 (即在 F 中 1+1 = 2 6= 0). 则 A
的非空子集 Π是平面,当且仅当 Π中任意两个不同点确定的直线在 Π中.

证明. 必要性. 设 Π = p0 +U , U 为 V 的线性子空间, p = p0 +u1 及 q = p0 +u2 是 Π中两个不
同点,这里 u1 6= u2 ∈U . 由 p,q确定的直线为

Lpq = {p+λ−→pq | λ ∈ F}.

显然,直线 Lpq上任一点 p+λ−→pq = p0 +u1 +λ (u2−u1) ∈Π.

充分性. 任取 p ∈Π. 则

Π = p+{−→pq | q ∈Π}.

下证, U = {−→pq | q ∈Π}是 V 的子空间. 设 p 6= q ∈Π,即 −→pq ∈U . 则对任意 λ ∈ F ,由 Lpq ∈Π知,

p+λ−→pq ∈Π,故 λ−→pq ∈U ,即U 对数乘运算封闭.

下证U 对加法运算封闭. 设 q1,q2 ∈Π. 由假设 Lq1q2 ∈Π知, q := q1 +
1
2
−−→q1q2 ∈Π. 于是

−→pq1 +
−→pq2 = 2−→pq ∈U.

从而U 是 V 的子空间.

由于一般的线性空间中没有垂直的概念, 我们不能定义平面之间的垂直关系, 但是可以定

义平面平行的概念.

定义 3.6.3. 设 Π = p+U 与 Π′ = p′+U ′是仿射空间 (A,V )中的两个平面,这里U,U ′是 V 的子

空间. 若U ⊆U ′或U ′ ⊆U ,则称平面 Π与平面 Π′平行.

显然,两个平行平面要么不交,要么相互包含.

定理 3.6.2. 对仿射空间 A中的任意平面Π与任意点 p,存在过 p点的唯一的平面Π′满足Π′平
行于 Π,且 dimΠ′ = dimΠ. 如果 p ∈Π,则 Π′ = Π;否则, Π′与 Π不交.

证明. 设 Π = p0 +U ,令 Π′ = p+U . 则 Π′ 与 Π平行,且过点 p, dimΠ′ = dimΠ. 即满足条件的

平面存在.

设另有平面 Π′′ = p+U ′′ 过 p且与 Π平行, 则 U ′′ ⊆U 或 U ⊆U ′′. 由 dimΠ′′ = dimΠ知,

U ′′ =U . 从而 Π′′ = p+U = Π′. 即满足条件的平面唯一.

如果 p ∈ Π, 则 −→p0p ∈ U , 从而 Π′ = Π. 若 p 6∈ Π, 则 Π′ 与 Π 的交为空集, 否则存在 r =

p0 +u = p+v, u,v ∈U . 从而 −→p0p = v−u ∈U . 矛盾!
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下面在仿射空间中引入坐标架.

定义 3.6.4. 设 (A,V )是域 F 上的 n维仿射空间, o ∈ A,且 {e1,e2, . . . ,en}是 V 的一组基. 则称

{o;e1,e2, . . . ,en}为 A的一个仿射标架 (或仿射坐标系), o称为坐标原点. 对于任意点 p ∈ A,设

−→op = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen, (3.21)

则称 (x1,x2, . . . ,xn)为点 p在上述标架下的坐标.

定理 3.6.3 (仿射坐标变换公式). 设 (A,V )是域 F 上的仿射空间, {o;e1, . . . ,en}与 {o′;e′1, . . . ,e′n}
是 A的两个仿射坐标系, A中的点 p在上述两个坐标系下的坐标分别为 x = (x1,x2, . . . ,xn)

T 与

x′ = (x′1,x
′
2, . . . ,x

′
n)

T . 则

x = T x′+b, (3.22)

其中 T ∈ Fn×n 是从基 {e1, . . . ,en}到基 {e′1, . . . ,e′n}的过渡矩阵, b是
−→
oo′ 在基 {e1, . . . ,en}下的

坐标. 称(3.22)为仿射坐标变换公式.

证明. 设 T = (ti j)n×n. 由等式

n

∑
i=1

xiei =
−→op =

−→
oo′+

−→
o′p =

n

∑
i=1

biei +
n

∑
j=1

x′je
′
j

=
n

∑
i=1

biei +
n

∑
j=1

x′j
n

∑
i=1

ti jei =
n

∑
i=1

(
n

∑
j=1

ti jx′j

)
ei +

n

∑
i=1

biei

于是

xi =
n

∑
j=1

ti jx′j +bi, i = 1,2, . . . ,n.

写成矩阵形式就是(3.22). 证毕.

由 (3.22)可得仿射逆坐标变换公式为

x′ = T−1(x−b). (3.23)

在仿射坐标系下,仿射空间的平面都可以用方程来表示.

设 {o;e1,e2, . . . ,en} 为仿射空间 (A,V ) 的一个仿射坐标系, Π = p0 +U 是 A 的一个 r 维

平面, 其中 {α1,α2, . . . ,αr} 为 U 的一组基. 假设 p0 的坐标是 (b1,b2, . . . ,bn)
T , αi 的坐标为

(a1i,a2i, . . . ,ani)
T , i = 1,2, . . . ,r. 则 Π中任一点可以表示为

p = p0 + t1α1 + t2α2 + . . .+ trαr, t1, t2, . . . , tr ∈ F.

其坐标为 (x1,x2, . . . ,xn)
T = (b1,b2, . . . ,bn)

T +
r
∑

i=1
(a1i,a2i, . . . ,ani)

T ti,即

x1 = b1 +a11t1 +a12t2 + . . .+a1rtr,

x2 = b2 +a21t1 +a22t2 + . . .+a2rtr,

. . . . . .

xn = bn +an1t1 +an2t2 + . . .+anrtr.

(3.24)
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称上式为平面 Π的参数方程.

平面的方程也可以隐式地定义. 一个超平面的方程定义为

a1x1 +a2x2 + . . .+anxn = b. (3.25)

一般地,一个 r维平面的方程可以由 n− r个线性无关的线性方程组定义

a11x1 +a12x2 + . . .+a1nxn = b1,

a21x1 +a22x2 + . . .+a2nxn = b2,

. . . . . . . . .

an−r,1x1 +an−r,2x2 + . . .+an−r,nxn = bn−r.

(3.26)

由此可知,线性方程组的解集就是仿射空间中的一个平面.

定义 3.6.5. 称仿射空间 A中的点集 {p0,p1, . . . ,pk}仿射相关, 如果它们落在某个 k− 1维平面

内. 否则称这些点仿射无关或处于一般位置.

容易证明,点集 {p0,p1, . . . ,pk}仿射无关当且仅当向量组 {−−→p0p1, . . . ,
−−→p0pk}线性无关.

不同于向量空间, 仿射空间中的点一般不能做线性组合运算: 点 p0,p1, . . . ,pn 的线性组合
n
∑

i=0
cipi一般而言没有意义,但组合系数之和为 1或者 0时则是有意义的.

(I)组合系数之和为 1,即
n
∑

i=0
ci = 1. 则

n

∑
i=0

cipi := p0 +
n

∑
i=1

ci
−−→p0pi ∈ A. (3.27)

定义 3.6.6. 称点
n
∑

i=0
cipi,其中

n
∑

i=0
ci = 1,为点 p0,p1, . . . ,pn 的仿射组合. 称集合

A(p0,p1, . . . ,pn) :=

{
n

∑
i=0

cipi

∣∣∣ n

∑
i=0

ci = 1

}
(3.28)

为点集 p0,p1, . . . ,pn 的仿射包络.

特别地,若仿射组合系数 ci均非负,则称仿射组合
n
∑

i=0
cipi为凸组合. 称

C(p0,p1, . . . ,pn) :=

{
n

∑
i=0

cipi

∣∣∣ n

∑
i=0

ci = 1, ci ≥ 0

}
(3.29)

为点集 p0,p1, . . . ,pn 的凸包. 有限个点集的凸包构成一个凸多面体. 如果一个点集 M ⊂ A的凸
包与集合 M相同,则称 M为凸集.

直观地看, M是凸集如果连接 M中任意两点的直线段仍在 M中. 显然,任意个凸集的交仍

为凸集.

例 3.6.3. 点
1
2

p1 +
1
2

p2 表示线段 p1p2 的中点;
1
3

p1 +
1
3

p2 +
1
3

p3 表示三角形 4p1p2p3 的重心.

三角形4p1p2p3是点 p1,p2,p3的凸包,它显然是一个凸集. 图 3.1给出了五边形 p0p1p2p3p4的

凸包.
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P1

P2

P3

P4

P0

图 3.1: 五边形的凸包是一个凸四边形.

定义 3.6.7. 设 p0,p1, . . . ,pn 是 n 维仿射空间 (A,V ) 中的 n+ 1 个点, 若 −−→p0pi ∈ V , i = 1,2, . . . ,n

线性无关, 则称点集 p0,p1, . . . ,pn 的凸包 ∆ 为 A 中的一个 n 维单形. 称 (c0,c1, . . . ,cn) 为点

p =
n
∑

i=0
cipi关于单形 ∆的重心坐标.

例如,三角形重心关于三角形的重心坐标为
(

1
3
,
1
3
,
1
3

)
.

(II)组合系数之和为零,即
n
∑

i=0
ci = 0. 则

n

∑
i=0

cipi :=
n

∑
i=1

ci
−−→p0pi ∈V (3.30)

表示 V 中的一个向量. 例如,
1
2

p2 +
1
2

p2−p0 =
1
2
−−→p0p1 +

1
2
−−→p0p2 =

−→p0p,其中 p是 p1p2的中点.

3.6.2 仿射映射

下面介绍仿射空间之间的映射---仿射映射.

定义 3.6.8. 设 (A,U)与 (B,V )是域 F 上的仿射空间. 称映射 f : A→ B是仿射映射 (或仿射线

性映射),如果

f (p+v) = f (p)+(D f )(v), ∀p ∈ A, v ∈V, (3.31)

其中 D f : U →V 是线性映射,称为 f 的线性部分. 从 A到自身的仿射映射称为仿射变换. 特别

地,若 f 是双射,则称 f 是仿射同构,称 A与 B仿射同构.

显然, 仿射映射是双射当且仅当它的线性部分是双射, 两个仿射空间同构当且仅当它们维

数相等. 容易看出, (3.31)式等价于

−−−−−−→
f (p) f (q) = D f (−→pq), ∀p,q ∈ A (3.32)

例 3.6.4 (平移). 设 (A,V )是域 F上的仿射空间, v∈V 是一个给定向量.则映射A→A, p 7→ p+v
是仿射变换,称为平移.



140 第三章 线性空间和线性变换理论进阶

例 3.6.5 (伸缩变换). 设 (A,V ) 是域 F 上的仿射空间, o 是 A 中的点. 定义 f : A→ A,o+ v 7→
o+λv, ∀v ∈V , λ ∈ F. 则 f 是仿射变换,称为以 o维中心的伸缩变换.

例 3.6.6 (投影). 设 (A,V )是域 F 上的仿射空间, Π := p0 +U 是 A的一个仿射平面, U ′ 是 U 的

一个补空间. 对任意 p ∈A,设 −→p0p = u+u′, u ∈U, u′ ∈U ′. 映射 π : A 7→A,p 7→ p0 +u是仿射变
换,称为沿方向U ′到 Π的投影.

例 3.6.7. 设 A ∈ Fm×n, b ∈ Fm. 则映射

y = Ax+b, ∀x ∈ Fn

是 Fn→ Fm 的仿射映射. 特别地,当 b = 0时,该映射为线性映射.

仿射映射有以下基本性质.

定理 3.6.4. 仿射映射将仿射空间中的平面映射为平面,将平行平面映射为平行平面. 特别地,可

逆的仿射变换将直线映射为直线,将平行直线映射为平行直线.

证明. 设 Π = p0 +U 是仿射空间 (A,V )中的平面, f : A 7→ A′是仿射映射. 则

f (Π) = { f (p0)+D f (v) | v ∈U}= f (p0)+D f (U).

由于线性映射将子空间映射为子空间,因此 f (Π)也为仿射子空间.

设 Π′ = p′0 +U ′ 是与 Π平行的另一个平面,这里U ⊂U ′. 则 f (Π′) = f (p′0)+D f (U ′). 由于

D f (U)⊂D f (U ′), f (Π′)与 f (Π)平行.

特别地,若 Π为直线,即 dimU = 1,由于 f 可逆, D f 也可逆,从而 dimD f (U) = 1,即 f 将

直线映射为直线,且平行直线映射为平行直线.

定义 3.6.9. 设 L是仿射空间 A中的直线, p,q,r是 L上三点,且 p 6= q. 设 −→pr = λ−→pq, λ ∈ F . 称 λ
是 p,q,r的简单比,记为 [p,q,r].

直线上三点的简单比在仿射变换下保持不变. 实际上,一般地我们有

定理 3.6.5. 设 (A,V )是仿射空间. 则双射 f : A 7→ A是仿射变换当且仅当,若 −−→p1q1 = λ−−→p2q2,则
−−−−−−−→
f (p1) f (q1) = λ

−−−−−−−→
f (p2) f (q2).

证明. 必要性. 设 f 是仿射变换,则由 (3.30)式有

−−−−−−−→
f (p1) f (q1) = D f ·−−→p1q1,

−−−−−−−→
f (p2) f (q2) = D f ·−−→p2q2.

由 −−→p1q1 = λ−−→p2q2即得
−−−−−−−→
f (p1) f (q1) = λ

−−−−−−−→
f (p2) f (q2).

充分性设 f 是双射,定义 V 上的映射:

F :−→pq 7→
−−−−−−→
f (p) f (q).

显然, F 是定义好的. 实际上由已知条件,若 −−→p1q1 =
−−→p2q2,则

−−−−−−−→
f (p1) f (q1) =

−−−−−−−→
f (p2) f (q2).
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接下来说明 F 是线性映射. 实际上, 对 u,v ∈ V , 取 p ∈ A, 并令 q = p+u, r = q+ v. 则

u+v =−→pr,且

F (u+v) =
−−−−−→
f (p) f (r) =

−−−−−−→
f (p) f (q)+

−−−−−→
f (q) f (r) = F (u)+F (u).

另一方面,设 −→pr = λ−→pq, u =−→pq. 则

F (λu) = F (−→pr) =
−−−−−→
f (p) f (r) = λ

−−−−−−→
f (p) f (q) = λF (u).

因此, F 是线性变换,且可逆. 于是 f (p+v) = f (p)+F (v)对任意 p ∈ A,v ∈V 成立,即 f 是仿

射变换.

推论 3.6.6. 仿射变换保共线三点组的简单比.

下面研究仿射映射的坐标表示.

定理 3.6.7. 设 {o;e1, . . . ,en}是仿射空间 (A,V )的坐标系, {o′;e′1, . . . ,e′m}是仿射空间 (A′,V ′)的
坐标系, f : A 7→ A′ 是仿射映射. 点 p ∈ A在坐标系 {o;e1, . . . ,en}下的坐标为 x,则 f (p)在坐标
系 {o′;e′1, . . . ,e′m}下的坐标 x′ = Ax+b. 这里 A是线性映射 D f : V 7→ V ′ 在一对基 {e1, . . . ,en}
与 {e′1, . . . ,e′m}下的矩阵, b是 f (o)在坐标系 {o′;e′1, . . . ,e′m}下的坐标.

证明. 设 x = (x1, . . . ,xn)
T , x′ = (x′1, . . . ,x

′
m)

T . 由 p = o+
n
∑

i=1
xiei得

f (p) = f (o)+
n

∑
i=1

xiD f (ei) =
m

∑
i=1

bie′i +(D f (e1), . . . ,D f (em))x

= (e′1, . . . ,e
′
m)b+(e′1, . . . ,e

′
m)Ax = (e′1, . . . ,e

′
m)x
′.

于是 x′ = Ax+b. 证毕.

仿射映射还保持仿射组合不变.

定理 3.6.8. (1) 设 f : A→ A′是仿射映射, p0,p1, . . . ,pm 是 A中的点,
m
∑

i=0
ci = 1. 则

f

(
m

∑
i=0

cipi

)
=

m

∑
i=0

ci f (pi).

(2) 设 p0,p1, . . . ,pn 是仿射空间 A中仿射无关的点集. 则对任意 q0,q1, . . . ,qn ∈ A′,存在唯一
仿射映射 f : A 7→ A′使得 f (pi) = qi, i = 0,1, . . . ,n.

证明. (1)由
m
∑

i=0
ci = 1及 f 的仿射性质有

f

(
m

∑
i=0

cipi

)
= f

(
p0 +

m

∑
i=1

ci(pi−p0)

)
= f (p0)+

m

∑
i=1

ciD f (pi−p0))

= f (p0)+
m

∑
i=1

ci( f (pi)− f (p0)) =
m

∑
i=0

ci f (pi).
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(2)设 V,V ′ 分别是与 A,A′ 关联的线性空间. 由 −−→p0p1, . . . ,
−−→p0pn 线性无关, 故存在唯一线性

映射F : V 7→V ′满足

F (−−→p0pi) =
−−→q0qi, i = 1,2, . . . ,n.

另一方面, 设仿射映射 f : A 7→ A′ 满足 f (pi) = qi, i = 0,1, . . . ,n. 则 f (pi)− f (p0) = qi−q0, 故

D f (−−→p0pi) =
−−→q0qi, i = 1,2, . . . ,n. 从而 D f = F .

对任意 p ∈ A,存在唯一的常数 ci, i = 0,1, . . . ,n使得 p =
n
∑

i=0
cipi = p0 +

n
∑

i=1
ci(pi−p0). 故

f (p) = f (p0)+
n

∑
i=1

ciF (pi−p0) = q0 +
n

∑
i=1

ci(qi−q0) =
n

∑
i=0

ciqi

是唯一的满足条件的仿射映射.

仿射映射的一个特殊情形就是仿射线性函数. 设 (A,V )是域 F 上的仿射空间. 仿射线性映

射 f : A→ F 称为仿射线性函数. 设 {o;e1, . . . ,en}是 A的一个仿射坐标系,点 p在该坐标系下
的坐标为 (x1,x2, . . . ,xn). 则

f (p) = f
(

o+
n

∑
i=1

xiei

)
= f (o)+

n

∑
i=1

xiD f (ei) =
n

∑
i=1

cixi + c0, (3.33)

其中 c0 = f (o), ci = D f (ei), i = 1,2, . . . ,n. 即上式是仿射线性函数的坐标表示形式.

仿射线性函数的一个例子是重心坐标.

例 3.6.8. 设 A是域 F 上的仿射空间, p0,p1, . . . ,pn是 A中仿射无关的点集. 则映射

fk : A 7→ F,
n

∑
i=0

xipi 7→ xk,
n

∑
i=0

xk = 1

是仿射线性函数.

证明. 在定理 3.6.8第二个结论中,令 A′ = F , qk = 1, qi = 0 (i 6= k). 则存在唯一仿射映射 fk 满足

fk

( n

∑
i=0

xipi

)
=

k

∑
i=0

δkixi = xk,

故重心坐标函数是仿射函数.

最后我们以仿射空间中两个著名的定理来说明仿射变换的应用.

定理 3.6.9 (Thales). 令 Li, i = 1,2,3是二维仿射平面 (A,V )中三条平行直线. L′, L′′是与 Li不平

行的两条直线,它们交 Li 分别于 pi, qi, i = 1,2,3 (如图 3.2所示). 证明: [p1,p2,p3] = [q1,q2,q3].

反过来,若 [p1,p2,q] = [q1,q2,q3],则 q = p3.

证明. 设 π : A 7→ A 是沿方向 Li 到 L′′ 的投影变换, P 是其线性部分. 则 π 将 pi 映射到 qi,

i = 1,2,3. 设 p1p3 = λp1p2,则P(p1p3) = λP(p1p2). 于是 q1q3 = λq1q2,即要证的等式成立.

反过来,若 [p1,p2,q] = [q1,q2,q3],则 [p1,p2,q] = [p1,p2,p3]. 于是
−→p1q =−−→p1p3,进而 q = p3.
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L′′

L′

L3

L2

L1

p3

q3

q2

p2

p1

q1

图 3.2: 直线截平行直线的简单比相等

L

L′

p1

p′2

p2

p′1
p′3

p3

图 3.3: Pappus定理

定理 3.6.10 (Pappus). 令 L,L′是二维仿射平面 (A,V )中两条直线. pi, i = 1,2,3是 L上三个不同

点, p′i, i = 1,2,3是 L′ 上三个不同点 (如图 3.3所示). 若 Lp1p′2 与 Lp2p′1 平行, Lp2p′3 与 Lp3p′2 平行.

则 Lp1p′3 与 Lp3p′1 平行.

证明. 先假设直线 L,L′相交于点 o. 设 s1 : A 7→A是以 o为中心的伸缩变换,它将 p1映射到 p2.

s2 : A 7→ A也是以 o为中心的伸缩变换,它将 p2 映射到 p3. 由 Thales定理, s1 将 p′2 映射到 p′1,

s2 将 p′3 映射到 p′2. 于是 s2 ◦ s1 也是以是以 o为中心的伸缩变换,它将 p1 映射到 p3,将 p′3 映射
到 p′1. 于是利用 Thales定理的逆定理即得 Lp1p′3 与 Lp3p′1 平行.

若直线 L,L′平行,用平移替代伸缩变换类似前面的论证,即可证明定理结论仍然成立.

习题 3.6

习题 1. 证明: 平面 Π := p+U 与 Π′ := p′+U ′的交非空当且仅当向量
−→
pp′ ∈U +U ′.

习题 2. 证明: 仿射空间中两个平面的交仍然为一个平面,除非它的交为空集.

习题 3. 证明: 对仿射空集中任意 k+1个点,都存在一个维数不超过 k的平面通过这些点. 若任

意维数小于 k的平面都不全部包含这些点,则存在一个唯一的 k维平面通过这些点.

习题 4. 证明: 仿射空间中的点集 p0,p1, . . . ,pk 仿射无关当且仅当向量组
−−→p0p1, . . . ,−−→p0pk 线性无

关.
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习题 5. 设 p,p1, . . . ,pk 是仿射空间 A中的点. 若
k
∑

i=1
αi = 1,证明: 表达式 p+

k
∑

i=1
αi(pi−p)与 p

的选取无关.

习题 6. 利用点的凸组合证明: 三角形三条中线相较于一点.

习题 7. 设 M是仿射空间 A中的凸集, p ∈ A. 证明: C(M∪{p}) =
⋃

q∈M pq.

习题 8. 设仿射空间 E中的点集 p0,p1, . . . ,pk 仿射无关. 称它们的凸包

P =C(p0,p1, . . . ,pk) := {p0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−→p0pk | 0≤ t1, . . . , tk ≤ 1}

为 k维平行多面体. 证明: k维平行多面体的边界由 k−1维平行多面体构成,且它们两两平行.

习题 9. 证明: 仿射映射是双射当且仅当它的线性部分是双射.

习题 10. 证明: 两个仿射空间同构当且仅当它们的维数相同.

习题 11. 设 tv : p 7→ p+v是仿射空间 (A,V )的平移.

(1) 证明: 平移映射在映射的复合运算下构成一个 Abel群.

(2) 定义 λ tu + µtv := tλu+µv. 证明:A上的平移映射在上述线性运算下构成一个向量空间,且

该向量空间与 V 同构.

习题 12. 设 A,A′是仿射空间, Π与 Π′分别是 A与 A′的平面, f : A 7→ A′是仿射映射. 证明:

(1) f (Π)是 A′中的平面;

(2) 若 f−1(Π′)非空,则它是 A中的平面.

习题 13. 设 f 是 (A,V )上的仿射变换, tv是平移变换, v ∈V . 证明: f tv f−1 也是平移变换

习题 14. 设 f : A 7→ A 是仿射变换, V 是与 A 关联的向量空间, o ∈ A. 证明: 存在唯一的向量

v ∈V 及保持 o不变的仿射变换 g : A 7→ A使得 f = tv ◦g.

习题 15 (Desargues定理). 设三角形 4p1p2p3 与 4p′1p′2p′3 没有公共顶点,且对应边平行. 证明:

直线 pip′i, i = 1,2,3共点或平行.



3.6 仿射空间及其变换 145

p′1
p′2

p′3

p2

p3

p1

图 3.4: Desargues定理
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第四章 相似标准形

本章的主要目的是学习相似标准形理论. 给定方阵,相似标准形理论就是寻找尽可能简单

的矩阵与它相似,或者从线性变换的角度来说,就是对于线性空间上的一个给定的线性变换,寻

找空间的一组基,使得变换在该组基下的矩阵足够简单. 所谓简单,一个判断标准就是要有尽可

能多的 0,这样运算的时候会方便许多,这就是所谓的打洞技巧. 我们可以如下定义:

定义 4.0.1. 对于线性变换 A : V →V ,若存在 V 的一组基使得 A 在该基下的矩阵是对角阵 (上

三角阵, 准对角阵), 则称 A 可对角化 (上三角化, 准对角化), 得到的对角阵 (上三角阵, 准对

角阵)最简单者称为 A 的相似标准形. 换言之, 对于方阵 A, 若存在可逆阵 P使得方阵 P−1AP

是对角阵 (上三角阵, 准对角阵), 则称 A 可对角化 (上三角化, 准对角化), 称得到的最简单的

P−1AP为 A的相似标准形.

标准形理论是线性代数重要组成部分. 在矩阵部分的学习中,我们知道矩阵的相抵是由矩

阵的秩唯一确定的. 一个秩为 r 的 m× n矩阵 A与

(
Ir O
O O

)
相抵, 后者是一个很简单的矩阵,

它只有 r 个位置是 1,而其他位置都是 0,而由于相抵矩阵的秩不变性,我们也不能找到更简单

的矩阵与 A相抵. 这样得到的相抵标准形,在矩阵运算中起到很大的作用.

对于方阵的相似标准形,当然我们希望它也足够简单,比如里面有尽可能多的 0,实在不行

1也可以, 并且最好是对角阵或者准对角阵, 或者退而求其次是上三角阵. 但必须注意到, 相较

于相抵的情况,相似标准形理论要复杂得多.

首先,由于相似的方阵有相同的特征多项式和特征值,如果域 F 上的方阵与上三角阵在域

F 上相似,那么它的特征值就是上三角阵的主对角元,因此必须在域 F 中,即特征多项式的根都

在 F 中. 我们将证明这个结论反过来也是正确的: 方阵 A可以上三角化的充分必要条件是它的

特征值全在 F 中. 这就说明实矩阵

(
0 1

−1 0

)
永远不可能实相似于对角阵,因为它的特征多项

式 x2 +1没有实根.

更进一步地说,如果方阵特征值都在域 F 中,比如说在 F = C的情形 (此时条件由代数基

本定理保证), 这时候方阵一定可以上三角化, 但与 A相似的上三角阵的主对角元是确定的, 它

们是方阵特征值 (包含重数) 的一个排列, 也就是说一般而言这些元素不会是 0 或者 1. 这个

时候大家的愿景是这个上三角阵可以进一步相似于对角阵,但这个美好愿望一般而言是达不到

的. 我们举个例子. 方阵 Nn =

(
0 In−1

0 0

)
只有特征值 0,如果它相似于对角阵,那就只能相似于

零矩阵,这在 n≥ 2时是不可能的.

基于上面这些原因,对于一般方阵或者一般线性变换,我们得到的相似标准形是准对角阵.

若方阵或线性变换的特征值都在域中,我们将给出 Jordan标准形理论,此时准对角块是 Jordan

147
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块, 而在一般情况则给出有理标准形理论, 此时准对角块是特征多项式因子的友阵. 我们将首

先讨论对角化和上三角化结果,使用空间分解定理给出 Jordan标准形的证明,然后发展整系数

和多项式矩阵的 Smith(相抵) 标准形理论, 给出有理标准形理论的证明, 并给出 Jordan 标准形

第二个证明. 概括而言, Jordan标准形在计算上有更多应用,而 Smith标准形和有理标准形则在

理论上有更多应用.

约定

在本章,我们总假设 A : V →V 是 n维 F-线性空间 V 上的线性变换. 我们将它的特征多项

式 φA (x)写为标准分解形式

φA (x) = (x−λ1)
n1 · · ·(x−λs)

ns , 其中 λ1, · · · ,λs 两两不同. (4.1)

当考虑矩阵情形时,我们总假设 A是域 F 上的 n阶方阵,并对应线性变换

A : Fn −→ Fn, x 7−→ Ax.

此时 φA(x) = φA (x),它们同样有 (4.1)给出的标准分解形式.

定义 4.0.2. 特征值 λi作为特征多项式零点的重数 ni称为它的代数重数.

所有特征值的重数之和构成了正整数 n的一个分拆 (partition):

n = n1 + · · ·+ns. (4.2)

4.1 不变子空间

4.1.1 定义和性质

我们首先来考察一下可准对角化的必要条件. 设线性变换 A 在基 {α1, · · · ,αn} 下的矩阵

是准上三角阵

(
A1 ∗
O A2

)
,其中 A1 = (ai j)m×m 是 m阶方阵. 这就说明

A (α j) =
m

∑
i=1

ai jαi (1≤ j ≤ m).

令W = 〈α1, · · · ,αm〉,上式就是说
A (W )⊆W.

类似地,若 P−1AP =

(
A1 ∗
O A2

)
,其中 A1 = (ai j)m×m 是 m阶方阵. 由于 P = (x1, · · · ,xn)是可逆

阵,故 {x1, · · · ,xn}是 Fn 的一组基. 令W = 〈x1, · · · ,xn〉. 则

Ax j =
m

∑
i=1

ai jxi (1≤ j ≤ m) ⇐⇒ A(W )⊆W.

由此,我们引进不变子空间的概念.
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定义 4.1.1. 设 A 是 (有限维) F-线性空间 V 上的线性变换. 若W 是 V 的子空间且 A (W )⊆W ,

则称W 是A 的不变子空间 (invariant subspace),并记A |W : W →W,w 7→A (w)为变换A 在W

上的限制变换.

对于 n阶方阵 A,若W 是 Fn 的子空间且满足条件 A(W )⊆W ,则称W 是 A的不变子空间.

注意到 A的不变子空间即对应的线性变换 A : x 7→ Ax的不变子空间.

注记. 对于任意线性映射 A : V →U 以及 V 的任意子空间W ,总可以定义限制映射 AW : W →
U,w 7→ A (w). 当 U = V 且W 是 A 的不变子空间时,限制映射 AW 是从W 到 V 的线性映射,

而限制变换 A |W 则是从W 到自身的线性变换.

例 4.1.1. 设 A : V →V 是线性变换.

(1) 全空间 V 和零空间 0 = {0}显然都是 A 的不变子空间.

(2) 核空间 kerA 与像空间 imA 是 A -不变子空间.

(3) 更一般地, 可以证明 (留作练习): 对任意多项式 f (x) ∈ F [x], 线性变换 f (A ) 的核空间

ker f (A )与像空间 im f (A )是 A -不变子空间.

(4) 有限多个不变子空间的和与任意多个不变子空间的交都是不变子空间.

例 4.1.2. 设 α 是 A 在 F 上的特征值 λ 的特征向量,则 Fα 是 A 的 1维不变子空间. 反之,若

W 是 A 的 1维不变子空间,则对于任意非零向量 α ∈W,存在同一个 λ ∈ F,使得 α 是 A 关于

特征值 λ 的的特征向量.

命题 4.1.1. 设 A 是线性空间 V 上的线性变换. 设 {α1, · · · ,αn}是 V 的一组基,且

A (α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)A = (α1, · · · ,αn)

(
A1 B

C A2

)
,

其中 A1 是 m阶方阵 (m < n). 则下列结论成立:

(1) 子空间W = 〈α1, · · · ,αm〉是 A 的的不变子空间当且仅当C = O,此时限制变换 A |W 在基
{α1, · · · ,αm}下的矩阵为 A1.

(2) 子空间U = 〈αm+1, · · · ,αn〉是 A 的的不变子空间当且仅当 B = O,此时限制变换 A |U 在
基 {αm+1, · · · ,αn}下的矩阵为 A2.

(3) 子空间W = 〈α1, · · · ,αm〉与它的补空间 U = 〈αn+1, · · · ,αn〉都是 A 的不变子空间当且仅

当 B和C均是零矩阵.

证明. (3)由 (1)和 (2)立得, (2)与 (1)实际上是一回事,我们只需证明 (1).

根据定义, W 是 A 的不变子空间是说 A (W ) ⊆W , 也就是说对所有 1 ≤ i ≤ m, A (αi) =
m
∑
j=1

ai jα j ∈W ,这等价于C = O.

将命题 4.1.1 (3)推广到多个分块的情形,就得到

命题 4.1.2. 设 A : V →V 为线性变换.
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(1) 若 V = V1⊕ ·· ·⊕Vs 且 Vi 是 A 的不变子空间, 设 Mi 为 Vi 的一组基且 A |Vi 在此基下的

矩阵为 Ai, 则 A 在以向量组之并 M = M1 ∪ ·· · ∪Ms 作为 V 的基之下的矩阵是准对角阵

diag(A1, · · · ,As).

(2) 反之,若 A 在基 M = {α1, · · · ,αn}下的矩阵是准对角阵 diag(A1, · · · ,As),其中 Ai 是 ni 阶

方阵,令

Mi = {αn1+···+ni−1+1, · · · ,αn1+···+ni},

则 Vi = 〈Mi〉是 A 的不变子空间, A |Vi 在基 Mi下的矩阵为 Ai,且 V =V1⊕·· ·⊕Vs.

使用矩阵语言,上述命题可以表述为如下等价形式

命题 4.1.3. 设 A是 n阶方阵.

(1) 设 Fn =V1⊕·· ·⊕Vs 且 Vi 是 A的不变子空间. 设 Mi 为 Vi 的一组基,记 M1, · · · , Ms 里的列

向量 (即 Fn 的一组基)依次排列得到的可逆方阵为 P. 则 P−1AP是形如 diag(A1, · · · ,As)

的准对角阵,其中 Ai的阶等于 dimVi.

(2) 反之, 设存在可逆阵 P, 使得 P−1AP等于准对角阵 diag(A1, · · · ,As), 其中 Ai 是 ni 阶方阵.

将 P的列向量依次记为 x1, · · · ,xn. 令

Mi = {xn1+···+ni−1+1, · · · ,xn1+···+ni}, Vi = 〈Mi〉.

则 Vi是 A的不变子空间且 Fn =V1⊕·· ·⊕Vs.

根据上面两个命题, 线性变换 A (或者方阵 A) 能否准对角化的关键在于全空间 V (或者

Fn)能否分解为 A (或者 A)的不变子空间的直和.

下面我们介绍三类特殊的不变子空间: 特征子空间,循环子空间和根子空间.

4.1.2 特征子空间

定义 4.1.2. 设 λ ∈ F .

对于方阵 A, λ 的特征子空间 (eigenspace) Vλ := ker(λ I−A) = {x ∈ Fn | Ax = λx},即齐次
线性方程组 (λ I−A)x = 0的解空间,它的维数称为 λ 的几何重数.

类似地, 对于线性变换 A , λ 的特征子空间 Vλ := ker(λI −A ) = {α ∈ V | A (α) = λα},
其维数称为 λ 的几何重数.

命题 4.1.4. 对于 λ ∈ F, Vλ 6= 0或者说 λ 的几何重数 > 0的充分必要条件是 λ 是方阵 A或者线

性变换 A 在 F 上的特征值.

证明. 这由特征值的定义立得.

由上述命题,我们只需要考虑 λ = λi (1≤ i≤ s)的情形. 我们记 Vi =Vλi 并记 mi = dimVi即

λi的几何重数.

定理 4.1.5. 子空间W =V1 + · · ·+Vs 是直和. 故特征值的几何重数总不大于代数重数: mi ≤ ni.



4.1 不变子空间 151

证明. 不妨考虑方阵情形. 线性变换情形类似.

我们要证明 W 中零向量的分解式唯一. 若不然, 不妨设 x1 + · · ·+ xt = 0, 其中 0 6= xi ∈
Vi (1≤ i≤ t ≤ s),则 Axi = λixi. 将 A j (0≤ j ≤ t−1)作用到 x1 + · · ·+xt = 0,就有

λ j
1 x1 + · · ·+λ j

t xt = 0.

用矩阵语言记录,就得到 
1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λt

λ t−1
1 λ t−1

2 · · · λ t−1
t




x1

x2

· · ·
xt

= 0.

上式左边方阵是 Vandermonde阵,它是可逆阵,故 x1 = · · ·= xt = 0,矛盾. 这说明W 是直和.

对于 1≤ i≤ s,取 Vi 的一组基 Mi,则向量组并集 M1∪·· ·∪Ms 是W 的一组基. 我们保留 M

中向量的次序,并将其扩充为 V = Fn的基 {x1, · · · ,xn}. 则有

A(x1, · · · ,xn) = (x1, · · · ,xn)



λ1Im1 ∗
λ2Im2 ∗

. . . ∗
λsIms ∗

B


.

这就说明

φA(x) = (x−λ1)
n1 · · ·(x−λs)

ns = (x−λ1)
m1 · · ·(x−λs)

msφB(x).

比较等式两边 x−λi的幂次就得到 mi ≤ ni (1≤ i≤ s),即几何重数总不大于代数重数.

4.1.3 循环子空间

由于不变子空间的任意交还是不变子空间, 对于 α ∈ V (或者 X ∈ Fn), 将包含它的所有不

变子空间做交集,就得到包含它的最小的不变子空间.

定义 4.1.3. 包含 α (或者 x ∈ Fn)的最小的 A -不变子空间 (或者 A-不变子空间)称为 α (或者 x)

生成的循环子空间 (cyclic subspace).

由例 4.1.2可知, 1维不变子空间是特征向量生成的循环子空间, 反之特征向量生成的循环

子空间一定是 1维的. 更进一步地,我们有

引理 4.1.6. 向量 α 生成的循环子空间即 F [A ]α := { f (A )(α) | f (x) ∈ F [x]}, x生成的循环子空
间即 F [A]x := { f (A)x | f (x) ∈ F [x]}.

证明. 容易验证 F [A ]α 是包含 α 的 A -不变子空间,我们只需证明 F [A ]α ⊆W 对所有包含 α
的不变子空间W 成立即可.

由于 A (W )⊆W ,故 A (α) ∈W ,对 i≥ 0做归纳即得 A i(α) ∈W . 再由于W 是线性子空间,

故对于任意 f (x) ∈ F [x],均有 f (A )(α) ∈W ,因此 F [A ]α ⊆W .
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记 dimF [A ]α = nα . 我们有如下结果,它的证明与定理 3.5.10是一样的:

定理 4.1.7. 向量组 {α,A (α), · · · ,A nα−1(α)}是循环子空间 F [A ]α 的一组基.

证明. 只需要证明向量组 {α,A (α), · · · ,A nα−1(α)}线性无关即可. 若不然,则存在不全为 0的

数 λi (0 ≤ i ≤ nα − 1) 使得
nα−1

∑
i=0

λiA i(α) = 0. 记 g(x) =
n−1
∑

i=0
λixi, 则 g(A )(α) = 0, g(x) 6= 0 且

deg(g) = d ≤ nα1 .

对于任意 f (x)∈F [x],做带余除法 f (x)= q(x)g(x)+r(x), deg(r)< d.故 f (A )(α)= r(A )(α).

因此 F [A ]α 中任意元素都是 {α,A (α), · · · ,A d−1(α)}的线性组合,所以 dimF [A ]α ≤ d < nα ,

矛盾.

根据上面的定理,存在唯一的 ci ∈ F (0≤ i≤ nα−1),使得A nα (α)+
nα−1

∑
i=0

ciA i(α) = 0,即多

项式

d(x) = xnα +
nα−1

∑
i=0

cixi (4.3)

满足条件 d(A )(α) = 0. 再由于 {α,A (α), · · · ,A nα−1(α)}是 F [A ]α 的基,故不存在次数 < nα

的非零多项式 f (x)使得 f (A )(α) = 0.

定义 4.1.4. 设 0 6= α ∈ V . 若多项式 0 6= f (x) ∈ F [x]满足 f (A )(α) = 0,则称 f (x)是 α 关于线
性变换 A 的零化多项式. 称次数最低的首一零化多项式为 α 关于 A 的最小多项式 (minimal

polynomial),记为 dA ,α(x)或 dα(x).

类似地,向量 x ∈ Fn 关于方阵 A的零化多项式和最小多项式即它关于 A对应的线性变换

A : x 7→ Ax的零化多项式和最小多项式.

命题 4.1.8. 多项式 f (x) 是向量 α 的零化多项式当且仅当它是最小多项式 dα(x) 的非零倍式.

从而 α 的最小多项式是唯一的,即是由 (4.3)给出的多项式. 并且

(1) A 的零化多项式均是 dα(x)的非零倍式,因而 dα(x) | dA (x).

(2) A 的最小多项式 dA (x)是所有 dα(x) (0 6= α ∈V )的最小公倍式.

证明. 零化多项式是最小多项式的倍式由带余除法立得,由此又立刻得到最小多项式的唯一性.

由定义知, (4.3)给出的多项式是最小多项式.

例 4.1.3. 设 A是 f (x)的友阵,线性变换 A : Fn→ Fn, x 7→ Ax. 则向量 e1 = (1,0, · · · ,0)T 的最小

多项式等于 f (x),因此 dA(x) = dA,e1(x) = f (x).

命题 4.1.9. 限制变换 A |F [A ]α 在 {α,A (α), · · · ,A nα−1(α)} 基下的矩阵是 α 的最小多项式

dα(x) = xnα +
nα−1

∑
i=0

cixi的友阵,即

A
(
α,A (α), · · · ,A nα−1(α)

)
=
(
α,A (α), · · · ,A nα−1(α)

)


0 0 · · · 0 −c0

1 0
. . . 0 −c1

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 0
. . . 0 −cnα−2

0 0
. . . 1 −cnα−1


.
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证明. 显然.

若向量 α 的最小多项式 dα(x) = (x−λ )nα ,我们可以另外选取一组基使得 A |F [A ]α 在此基

下的矩阵更简单. 这是由于对于任意 λ ∈ F , {1,x−λ , · · · ,(x−λ )n−1}都是次数 < n的多项式空

间 F [x]<n 的一组基,从而 {α,(A −λI )(α), · · · ,(A −λI )nα−1(α)}是 F [A ](α)的一组基. 这

样就得到

命题 4.1.10. 若 α的最小多项式 dα(x)= (x−λ )nα ,则限制变换A |F [A ]α 在基 {(A −λI )nα−1(α),

· · · ,(A −λI )(α),α}下的矩阵是 λ Inα +Nnα .

反之,若线性变换A 在基 {α1, · · · ,αn}下的矩阵是 λ In+Nn,则 αn的最小多项式是 (x−λ )n,

V = F [A ]αn且

αi = (A −λI )n−i(αn) (1≤ i≤ n).

证明. 命题的前半部分显然. 现证后半部分.

由 A (α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)(λ In +Nn),故得

A (α1) = λα1, A (α2) = α1 +λα2, · · · ,A (αn) = αn−1 +λαn.

从而 αi = (A −λI )n−i(αn) 6= 0 (1≤ i≤ n)且 (A −λI )nαn = 0.

下面的定理说明我们可以根据循环子空间的生成元的最小多项式的分解来将循环子空间

分解为更小的循环子空间的直和,这可以视为中国剩余定理的一个推广.

定理 4.1.11. 设 α ∈ V 的最小多项式 dα(x) =
s

∏
i=1

di(x),其中 di(x)是两两互素的首一多项式. 则

存在唯一的 αi ∈V (i = 1, · · ·s),使得 α = α1 + · · ·+αs且 dαi(x) = di(x). 此时循环子空间 F [A ]α
是循环子空间 F [A ]αi (i = 1, · · ·s)的直和.

证明. 先证唯一性. 若 α = α ′1 + · · ·+α ′s也满足条件,则有等式

αi−α ′i = ∑
j 6=i
(α ′j−α j).

考虑等式左边,它被 di(x)零化,考虑右边它被 Di(x) = ∏
j 6=i

d j(x)零化,但 di(x)与 Di(x)二者互素,

故 αi−α ′i = 0,即 αi = α ′i .

由于 Di(x) (i = 1, · · ·s)的最大公因子是 1,由 Bezout定理,存在 ui(x) ∈ F [x]使得

u1(x)D1(x)+ · · ·+us(x)Ds(x) = 1.

令 αi = ui(A )Di(A )α , 则 α = α1 + · · ·+αs, 且 di(A )αi = 0. 这说明 F [A ]α 是 F [A ]α1 + · · ·+
F [A ]αs 的子空间,且 dimF F [A ]αi ≤ deg(di(x))对每个 i成立. 从而

deg(dα(x)) = dimF [A ]α ≤
s

∑
i=1

dimF [A ]αi ≤
s

∑
i=1

deg(di(x)) = deg(dα(x)).

故两不等号均取等号,这就说明 di(x)是 αi的最小多项式,且 F [A ]α 是 F [A ]αi的直和.
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4.1.4 根子空间

根据命题 4.1.10,若向量 α 的最小多项式等于 (x−λ )k,限制变换 A |F [A ]α 在在某组恰当基

下的矩阵形如 λ Ik +Nk 这样简洁的矩阵, 这说明满足这种条件的向量的重要性, 我们引入根向

量的概念:

定义 4.1.5. 设 λ ∈ F . 非零向量 α 称为 λ 的根向量 (root vector)或者广义特征向量 (generalized

eigenvector)是指它的最小多项式是形如 (x−λ )k 的多项式,其中 k是正整数. 更进一步地说, α
称为 λ 的 k次根向量是指 dα(x) = (x−λ )k,即

(A −λI )k(α) = 0 且 (A −λI )k−1(α) 6= 0. (4.4)

为方便起见,称零向量是 0次根向量.

记 λ 的所有根向量与零向量构成的集合为Wλ ,即

Wλ =
⋃
k≥0

ker(A −λI )k, (4.5)

称之为 λ 的根子空间或者广义特征子空间 (root space或者 generalized eigenspace). 记所有 ≤ k

次的根向量构成的子空间为W k
λ ,即

W k
λ = ker(A −λI )k. (4.6)

显然W k
λ 是 A 的不变子空间,而特征子空间 Vλ =W 1

λ ,并且

W 0
λ ⊆W 1

λ ⊆ ·· · ⊆W k
λ ⊆W k+1

λ ⊆ ·· ·

这说明

引理 4.1.12. 根子空间Wλ 是 A 的不变子空间.

引理 4.1.13. 根子空间Wλ 6= 0当且仅当 λ 是 A 在 F 上的特征值.

证明. 若 λ 是 A 在 F 上的特征值,则 Vλ 6= 0,故Wλ 6= 0. 反过来,如果 0 6= α ∈Wλ ,设其为 k次

根向量,则 β = (A −λI )k−1(α) 6= 0且 A (β ) = λβ ,所以 β 是 λ 的特征向量,这说明 λ 是 A

在 F 上的特征值.

根据引理,我们只需要考虑Wλi (1≤ i≤ s)的情形.

命题 4.1.14. 设 dλ = dimWλ > 0. 则限制变换A |Wλ 有唯一的特征值 λ ,特征多项式是 (x−λ )dλ ,

且它的最小多项式是 (x−λ )kλ 当且仅当 kλ 是最小的 k使得W k
λ =W k+1

λ ,此时

W 0
λ ⊊W 1

λ ⊊ · · ·⊊W kλ
λ =Wλ .

证明. 我们需要使用如下事实: 对任意线性变换 A ,

若 ker(A k) = ker(A k+1), 则对于所有 n≥ k,均有 ker(A k) = ker(A n).

将这个事实应用到本命题的情形,就说明若W k
λ =W k+1

λ ,则Wλ =W k
λ .
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由于W k
λ (k ∈N)的维数有限,故总存在 k使得W k

λ =W k+1
λ ,所以Wλ =W k

λ .这就说明 (x−λ )k

是 A |Wλ 的零化多项式,所以它有唯一的特征值 λ 且特征多项式是 (x−λ )dλ .

若 kλ 是最小的 k 使得W k
λ = W k+1

λ ,则W kλ−1
λ 6= W kλ

λ = Wλ ,这说明对于任意 α ∈Wλ , (A −
λI )kλ (α) = 0 且存在 β ∈Wλ , 使得 (A − λI )kλ−1(β ) 6= 0, 所以 dA |Wλ

(x) = (x− λ )kλ . 反之,

设 dA |Wλ
(x) = (x− λ )kλ . 若存在 k < kλ 使得 W k

λ = W k+1
λ , 将上面的论述再进行一遍, 就得到

dA |Wλ
(x) = (x−λ )k,矛盾.

注记. 上述命题说明限制变换 (A −λI )|Wλ 是幂零变换.

习题 4.1

习题 1. 设U 是线性变换A : V →V 的不变子空间.证明: A (U) = {A (u) | u∈U}和A −1(U) =

{v |A (v) ∈U}都是 A 的不变子空间.

习题 2. 设A : V →V 是线性变换. 证明:对任意 f (x)∈ F [x],线性变换 f (A )的核空间 ker f (A )

与像空间 im f (A )是 A -不变子空间.

习题 3. 设线性变换 A 与B满足条件 A B−BA = A . 证明对任意正整数 k, kerA k 和 imA k

都是B-不变子空间.

习题 4. 证明: 若 V 的任意子空间都是 A : V →V 的不变子空间,则 A 必为数乘变换.

习题 5. 设线性空间 V = F3×3,其中 F 的特征不等于 2. 设 A 是 V 上的线性变换 X 7→ X +XT .

求 V 中所有 A -不变子空间.

习题 6. 设 V = 〈α1, · · · ,αn〉是 n维 F-线性空间. 设线性变换 A : V →V 在基 {α1, · · · ,αn}下的
矩阵是 Nn. 求 V 的所有 A -不变子空间.

习题 7. 设 α = 3
√

2. 设 V 是 Q-线性空间 {a0 +a1α +a2α2 | a0,a1,a2 ∈Q}. 证明: 对于线性变换

A : V →V, x 7→ αx, V 中没有非平凡的 A -不变子空间.

习题 8. 设 αi ∈ V (i = 1, · · ·s) 且 dA ,αi(x) 两两两互素. 证明: α = α1 + · · ·+αs 的最小多项式

dA ,α(x) =
s

∏
i=1

dA ,αi(x),且循环子空间 F [A ]α 是 F [A ]αi (i = 1, · · ·s)的直和.

习题 9. 设多项式 f (x) = f1(x) f2(x),其中 f1(x)和 f2(x)互素,它是线性变换 A : V → V 的零化

多项式. 证明存在 V 的一组基,使得 A 在此基下的矩阵为 diag(A1,A2),且 f1(A1) = f2(A2) = 0.

习题 10. 设复线性空间 V 上的线性变换 A 与B可交换. 证明

(1) A 的特征子空间和根子空间都是B的不变子空间;

(2) A 与B有公共特征向量.
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附录: 代数基本定理的线性代数证明

我们使用线性代数方法证明代数基本定理,这个证明由美国数学家 K. Conrad首先给出,只

用到特征值、特征向量和不变子空间的概念,以及奇数次实多项式有实根这个数学分析熟知结

果. 代数基本定理是说

定理 4.1.15. 所有次数大于 0的复系数多项式都有复根. 即若 n≥ 1, f (x) = xn +an−1xn−1 + · · ·+
a1x+a0 ∈ C[x],则存在 z ∈ C,使得 f (z) = 0.

它等价于下面的定理:

定理 4.1.16. 任意 n阶复方阵 A必有复特征值和复特征向量. 等价地说,若 V 是 n维复空间, A

是 V 上的线性变换,则 A 有复特征值和复特征向量.

等价性的证明. 由定理 4.1.15推出定理 4.1.16是显然的. 另一方面,取 f (x)的友阵

A =



0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · 0 −a1

· · ·
. . .

. . . · · · · · ·

0 0
. . . 0 −an−2

0 0 · · · 1 −an−1


,

则 A的特征多项式 φA(x) = f (x). 由定理 4.1.16知 A有复特征值,故 f (x)有复根.

引理 4.1.17. 奇数次实多项式均有实根.

证明. 由实连续函数的介值定理立得.

引理 4.1.18. 代数基本定理对于二次复多项式成立.

证明. 这就是一元二次方程的求根公式.

引理 4.1.19. 设 m是大于 1的整数, F 是域. 假设如下条件成立:

任何维数 /∈ mZ的线性空间上的线性变换均有 F-特征值,等价地说, F 上的任意阶

/∈ mZ的方阵均有 F-特征值.

那么对于任意维数 d /∈ mZ的 F-线性空间 V , V 上任意两个互相交换的线性变换 A1和 A2在 V

中有公共特征向量.

证明. 我们对 d 做归纳来证明. 当 d = 1时, V 上的任意非零向量都是 A1 和 A2 的公共特征向

量. 现在假设对于所有 1≤ d′ < d 且 m ∤ d′, d′ 维线性空间上交换的两个线性变换有公共特征向

量.

由引理的假设条件,设 λ ∈ F 是 A1的一个特征值. 令

U = im(A1−λIV ), W = ker(A1−λIV ).
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则U 和W 都是 A1的不变子空间,其中W 6= 0是 λ 的特征子空间,且

dimU +dimW = dimV = d.

若W =V ,则 A1 是数乘变换, A2 的任意特征向量都是 A1 和 A2 的公共特征向量. 故总可假设

W 6=V ,因此 dimU 和 dimW 均小于 d,且至少有一个不被 m整除.

对于 w ∈W , A1(w) = λw,故 A1(A2(w)) = A2(λw) = λA2(w),所以 A2(w) ∈W ,这说明W

是A2的不变子空间. 对于 u =A1(v)−λv ∈U ,则A2(u) = A1(A2(v))−λA2(v) ∈U ,故U 是A2

的不变子空间.

现在考虑 A1 和 A2 在 U 和W 上的限制变换. 由归纳假设,它们在 U 或者W 上有公共特

征向量,故在 V 上也有公共特征向量.

根据引理 4.1.17,引理 4.1.19的条件在 F = R, m = 2时成立,从而我们有

推论 4.1.20. 奇数维实线性空间上两个互相交换的线性变换有公共特征向量.

定理 4.1.16的证明. 设 n = 2kn′,其中 n′是奇数. 我们对 k做归纳来证明任意 n阶复方阵 A都有

复特征向量.

首先考虑 k = 0即 n是奇数的情况. 记Hn为 (Hermite)矩阵集合

Hn = {M ∈Mn(C) : M = MH},

此处 MH = MT
表示 M 的共轭转置. 则 Hn 是 n2 维实线性空间, 它的一组基是 {Eii,Ei j +

E ji,
√
−1(Ei j−E ji) | 1≤ i≤ n, j < i}. 定义Hn上的实线性变换L1和L2如下:

L1(B) =
AB+BAH

2
, L2(B) =

AB−BAH

2
√
−1

.

验证得L1L2 =L2L1. 由于 n2是奇数,由推论 4.1.20,存在非零方阵 B ∈Hn和实数 λ1,λ2使得

L1(B) = λ1B, L2(B) = λ2B.

因此 AB = L1(B)+
√
−1L2(B) = (λ1 +

√
−1λ2)B. 这说明 B的任意非零列向量都是 A关于特征

值 λ1 +
√
−1λ2的特征向量. 这就证明了 k = 0时的情形.

假设任意 2lm (0≤ l < k, 2 ∤ m)阶方阵均有复特征向量,我们要证明 n = 2kn′ (2 ∤ n′)阶方阵

A也有复特征向量. 令 Sn 表示 n阶复对称方阵的集合 {M ∈Mn(C) : M = MT},它是 n(n+1)
2 维

复线性空间. 考虑Sn 上的线性变换M1和M2:

M1(B) = AB+BAT , M2(B) = ABAT .

同样验证得M1M2 = M2M1. 注意到由 2k‖n 即得 2k−1‖n(n+1)
2 . 归纳假设说明引理 4.1.19的假

设条件对于 m = 2k, F = C的情形成立. 由于 m ∤ n(n+1)
2 ,故M1 和M2 有公共特征向量,即存在

方阵 0 6= B ∈Sn 和 λ ,µ ∈ C,使得

AB+BAT = λB, ABAT = µB.

因此 A2B+ ABAT = A2B+ µB = λAB, 即 (A2− λA+ µIn)B = 0. 由引理 4.1.18, 令 a 和 b 是

x2−λx+µ 的两个复根,故得

(A−aIn)(A−bIn)B = 0.

若 (A−bIn)B = 0,则 B的任意非零列向量是 A关于特征值 b的特征向量.若 B′ = (A−bIn)B 6= 0,

则 B′的任意非零列向量是 A关于特征值 a的特征向量. 这就完成了定理的证明.
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4.2 对角化、三角化和准对角化

有了上节的准备,本节我们讨论方阵和变换的对角化、三角化和准对角化.

4.2.1 方阵和变换的对角化

首先考虑对角化情形. 若方阵 A 在 F 中相似于对角阵 diag(λ1, · · · ,λn), 则特征多项式

φA(x) = (x− λ1) · · ·(x− λn) 的根全在 F 中, 即特征值全部是 F 上的特征值. 这个条件是 A 可

对角化的必要条件.

定理 4.2.1. 设方阵 A的特征多项式 φA(x)的根全在 F 中. 则 A相似于对角阵与下列条件等价:

(1) Fn有一组以特征向量组成的基.

(2) Fn =Vλ1⊕·· ·⊕Vλs 是特征子空间的直和.

(3) 所有特征值的几何重数等于代数重数,即 mi = ni (1≤ i≤ s).

(4) A的最小多项式 dA(x) = (x−λ1) · · ·(x−λs)没有重根.

证明. (1)设 A有一组以特征向量组成的基 {x1, · · · ,xn},对应的特征值为 λ1, · · · ,λn. 则

A(x1, · · · ,xn) = (x1, · · · ,xn)


λ1

...

λn

 .

记 P = (x1, · · · ,xn),那么 A = PΛP−1. 反之亦然.

(2)若 A可对角化,由 (1)知 Fn ⊆Vλ1⊕·· ·⊕Vλs 故二者必相等. 反之,若 Fn =Vλ1⊕·· ·⊕Vλs ,

取 Mi为 Vλi 的基,则向量组之并 M1∪·· ·∪Ms 是 Fn 的一组以特征向量组成的基.

(3)由 mi ≤ ni,故 mi = ni 对所有 1 ≤ i ≤ s均成立就等价于直和 Vλ1 ⊕·· ·⊕Vλs 的维数是 n,

即它等于 Fn.

(4)一方面,若 A相似于对角阵 D = diag(λ1, · · · ,λn),由于对任意 f (x) ∈ F [x],均有

f (D) = diag( f (λ1), · · · , f (λn)).

因此 f (x)是 D的零化多项式当且仅当 λi (1≤ i≤ s)均为 f (x)的根. 满足这个条件的次数最小

的首一多项式,即 dD(x) = dA(x),就是 (x−λ1) · · ·(x−λs).

反过来,设 dA(x) = (x−λ1) · · ·(x−λs). 令 fi(x) = dA(x)/(x−λi),则 f1(x), · · · , fs(x)的最大公

因式是 1. 由 Bezout定理,存在 ui(x) ∈ F [x]使得

u1 f1 + · · ·+us fs = 1.

故 u1(A) f1(A)+ · · ·+us(A) fs(A) = In. 对任意 x ∈ Fn,令 xi = ui(A) fi(A)X . 则 x = x1 + · · ·+xs,并

且

(λiI−A)xi = ui(A)dA(A)x = 0,

即 xi ∈Vλi ,所以 Fn =Vλ1⊕·· ·⊕Vλs .
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推论 4.2.2. 设方阵 A的特征多项式 φA(x)的根全在 F 中,且它无重根,则 A可对角化.

证明. 此时每个特征值的几何重数和代数重数都等于 1.

例 4.2.1. 若 A2 = I,则 A相似于对角阵.

证明. 由于 x2−1是 A的零化多项式且没有重根,故最小多项式作为它的因子也没有重根.

例 4.2.2. 设方阵 A,B均可对角化且 AB = BA. 证明: A,B可同时对角化.

证明. 设

A1 = P−1AP =


λ1In1

. . .

λsIns

 ,

并将 B1 = P−1BP = (Bi j)与上式左边矩阵同样分块. 由 AB = BA知 A1B1 = B1A1,比较等式两边

就得 Bi j = 0对所有 i 6= j成立,即

B1 = P−1BP =


B11

. . .

Bss

 .

由 B可对角化,故 B1可对角化所以 B1 的最小多项式无重根,从而得知 Bii 可对角化. 因而

Bii = PiiΛiP−1
ii .

令

Q = P


P11

. . .

Pss

 ,

则 Q−1AQ = diag(λ1In1 , · · · ,λsIns), Q−1BQ = diag(Λ1, · · · ,Λs),它们同为对角阵.

4.2.2 方阵和变换的三角化

下面定理给出方阵可以三角化的一个充分必要条件:

定理 4.2.3. 方阵 A在 F 中相似于上三角阵的充分必要条件是 φA(x)的根全在 F 中. 此时存在

与 A相似的上三角阵,其主对角元是 A的特征值的任意排列.

证明. 必要性显然. 现证充分性.

首先取 x1为 λ1的特征向量,将它扩充为 Fn 的一组基 {x1, · · · ,xn},则

A(x1, · · · ,xn) = (x1, · · · ,xn)

(
λ1 ∗
0 B

)
.
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将 (x1, · · · ,xn)看作可逆矩阵 P,则 P−1AP =

(
λ1 ∗
0 B

)
. 此时 φB(x)的根全在 F 中. 对方阵的阶

n做归纳,设 Q−1BQ =U 是上三角阵,则(
1 0
0 Q

)−1

P−1AP

(
1 0
0 Q

)
=

(
λ1 ∗
0 U

)

是上三角阵. 证明过程还说明我们可以任意次序选取 λ1, · · · ,λn.

例 4.2.3. 根据代数基本定理, 上述定理的条件对于任意复方阵均满足, 故复方阵均复相似于上

三角阵.

例 4.2.4. 若 A是幂零阵,根据定理, A相似于主对角线全为 0的上三角阵. 反过来,主对角线全

为 0的上三角阵只有 0是它的特征值,故它一定是幂零阵.

矩阵的相似三角化还可以用来证明 Cayley-Hamilton定理.

Cayley-Hamilton定理的新证明. 我们要证明对任意 A ∈ Fn×n,均有 φA(A) = O. 由于等式左边与

域没有关系,我们可以将域 F 扩大使得它包含所有特征值 λi. 这样 A相似于上三角阵. 故只需

要对

A =


λ1 ∗

. . .

λn

=

(
λ1 ∗
0 B

)

证明定理即可,其中 B是 n−1阶上三角阵,且

φA(x) = (x−λ1) · · ·(x−λn), φB(x) = (x−λ2) · · ·(x−λn).

我们对 n 做归纳来证明定理. 当 n = 1 时定理显然成立. 设定理对 n− 1 阶上三角阵成立, 则

φB(B) = 0. 故

φA(A) = (A−λ1I)φB(A) =

(
0 ∗
0 ∗

)(
∗ ∗
0 O

)
= O.

4.2.3 准对角化和空间分解定理

引理 4.2.4. 设 A ∈ Fm×m,B ∈ Fn×n,且 φA(x)与 φB(x)互素. 则线性变换

B : Fm×n −→ Fm×n, X 7−→ AX−XB

是可逆线性变换.

证明. 只要证明 ker(B) = 0即可,也就是证明若 AX = XB,则 X = 0.

由 AX = XB,故 A2X = AXB = XB2,从而 AkX = XBk, f (A)X = X f (B)对任意 f (x) ∈ F [x]成

立. 取 f (x) = φA(x),则 φA(A)X = O = XφA(B). 另一方面, φA(x)与 φB(x)互素,则 φA(B)是可逆

阵. 故 X = O.

由此,我们首先给出空间分解定理的矩阵表述:
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定理 4.2.5 (空间分解定理的矩阵形式). 设 φA(x)的根全在 F 中. 则 A在 F 上相似于准对角阵

D = diag(A1, · · · ,As),其中

Ai =


λi ∗

. . .

λi


是主对角元全为 λi的 ni阶上三角阵.

证明. 根据定理 4.2.3,我们不妨假设 A有如下形式

A =

(
A1 C

O B

)
,

其中 A1 =


λ1 ∗ ∗

. . . ∗
λ1

为 n1阶方阵. 由 φA1(x) = (x−λ1)
n1 知 φB(x) = (x−λ2)

n2 · · ·(x−λs)
ns ,

故 A1 与 B的特征多项式互素. 根据引理 4.2.4,存在 X 使得 A1X−XB =C. 故(
I X

O I

)(
A1 C

O B

)(
I −X

O I

)
=

(
A1 O
O B

)
.

这样我们只需要对 B证明定理即可,这由对 s做归纳立得.

接下来给出空间分解定理的线性变换表述.

定理 4.2.6 (空间分解定理的变换形式). 设 A 是 n维 F-线性空间 V 上的线性变换,并且它的特

征值 λ1, · · · ,λs 全在 F 中. 则Wλi 是 A 的 ni维不变子空间且 V =
s⊕

i=1
Wλi .

证明. 简记Wλi 为Wi.

首先证明 V = W1 + · · ·+Ws. 设 fi(x) =
φA (x)

(x−λi)ni
. 则 f1, · · · , fs 的最大公因子是 1, 故由

Bezout等式,存在 F 上的多项式 u1(x), · · · ,us(x)使得

u1(x) f1(x)+ · · ·+us(x) fs(x) = 1.

故对于任意 α ∈V ,我们有

u1(A ) f1(A )(α)+ · · ·+us(A ) fs(A )(α) = α.

令 ui(A ) fi(A )(α) = αi. 由 Cayley-Hamilton定理, φA (A ) = 0,故

(A −λiI )ni(αi) = ui(A )φA (A )(α) = 0.

这说明 αi ∈Wi,从而 V =W1 + · · ·+Ws.

接下来证明V =
s⊕

i=1
Wi是直和. 设 α ∈Wi∩ ∑

j 6=i
Wj,只要证明 α = 0即可. 设 (x−λi)

ki 是A |Wi

的最小多项式. 由 α ∈Wi 知 (A −λiI )ki(α) = 0,由 α ∈ ∑
j 6=i

Wj 故 ∏
j 6=i
(A −λ jI )k j(α) = 0. 由于

(x−λi)
ki 与 ∏

j 6=i
(x−λ j)

k j 互素,故存在 F 上的多项式 v1(x)与 v2(x),使得

v1(x)(x−λi)
ki + v2(x)∏

j 6=i
(x−λ j)

k j = 1.
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从而

α = v1(A )(A −λiI )ki(α)+ v2(A )∏
j 6=i

(A −λ jI )k j(α) = 0.

最后证明 ni = di := dimWi. 这是由于 A |Wi 的特征多项式是 (x−λi)
di ,故

φA (x) =
s

∏
i=1

(x−λ )ni =
s

∏
i=1

φA |Wi
(x) =

s

∏
i=1

(x−λ )di ,

这就说明 ni = di对于 1≤ i≤ s均成立.

注记. 由于 (A −λiI )|Wi 是幂零变换,故存在Wi的一组基,使得 (A −λiI )|Wi 在此基下的矩阵

是主对角元全为 0的上三角阵,故 A |Wi 在此基下的矩阵是主对角元全为 λi 的上三角阵. 这样

就得到两种形式的空间分解定理的等价性.

习题 4.2

习题 1. 设复方阵 A =


1 5 5

0 4 3

0 a 2

. 试求它可以对角化的充分必要条件.

习题 2. 给出 4个互不相似的 4阶方阵 A,满足条件 (A− I)3 = O.

习题 3. 设 A, B都是 n阶实方阵．证明: 若 A, B无公共复特征值,则存在唯一的实方阵 X 使得

AX−XB = I．

习题 4. 设 A 是有限维复空间的线性变换, λ1, · · · ,λt 是它所有的特征值. 证明: A 可对角化当

且仅当对所有的特征值 λi,特征子空间W 1
λi
=W 2

λi
,即等于 ker(A −λiI )2.

习题 5. 设 A是可对角化的 n阶方阵. 求线性变换 A : Fn×n→ Fn×n, X 7→ AX −XA的像空间和

核空间的维数.

习题 6. 设复方阵 A满足 det(A+ I) = 1. 证明: 存在矩阵 B,使得 B2 +2B = A.

4.3 Jordan标准形

4.3.1 Jordan标准形主要定理

Jordan (若尔当1) 标准形定理是空间分解定理的进一步细化. 它是说根子空间可以进一步

分解为 (根向量的)循环子空间的直和,换言之,方阵准对角化时的对角块是 Jordan块.

定义 4.3.1. 设 F 是域, λ ∈ F . 以 λ 为中心的 n 阶 Jordan 块 Jn(λ ) 是指域 F 上的 n 阶方阵

λ In +Nn,即 J1(λ ) = (λ ),而当 n≥ 2时,

Jn(λ ) =


λ 1

λ
. . .

. . . 1

λ


n×n.

(4.7)

1Carmille Jordan, 1838—1922,法国数学家,在代数、群论和伽罗瓦理论方面贡献卓著.
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若方阵 J是对角块为 Jordan块的准对角阵,也就是说

J = diag(Jn1(λ1), · · · ,Jns(λs)),

则称 J是 Jordan形矩阵. 我们称 Jordan形矩阵中心是 λ 的块为 λ -块.

定义 4.3.2. 设 A是域 F 上的 n阶方阵, k ∈ N, λ ∈ F . 记

rk(A) = rankAk, rk(λ ,A) = rk(A−λ In), (4.8)

δk(λ ,A) = rk−1(λ ,A)+ rk+1(λ ,A)−2rk(λ ,A). (4.9)

我们总规定 A0 = In,故 r0(λ ,A) = n.

对于任意线性变换 A ,类似定义 rk(λ ,A )和 δk(λ ,A ).

定理 4.3.1 (Jordan标准形,矩阵形式). 若域 F 上方阵 A的特征多项式的根都在 F 中,则 A相似

于 Jordan形矩阵 J,且在不计 Jordan块次序的情况下 J 是唯一的. 更确切地说, J 中形如 Jk(λ )
的块的个数等于 δk(λ ,A),总 λ -块的个数等于 λ 的几何重数.

注记. (1)根据代数基本定理, 所有复方阵都满足定理的条件, 从而每个复方阵都复相似于 Jor-

dan形矩阵. 这是我们在其他教科书上最常见到的 Jordan标准形定理.

(2)总可以将域 F 扩大以至它包含方阵的所有特征值,这样 Jordan标准形定理在扩大的域

里面成立,例如将实矩阵看成复矩阵. 这时候需要注意运算是在扩域里进行的.

(3)讨论相似标准形时,准对角块的次序是不重要的: 设 A1 与 A2 分别是 m和 n阶方阵,则

diag(A1,A2)与 diag(A2,A1)通过

(
Im

In

)
相似.

(4)我们可以这样理解 J中 λ -块的个数等于 λ 的几何重数这个性质: 每一个 λ -块恰好贡献

特征子空间 Vλ 中的一个 1维子空间 (详情见命题 4.3.4),而这些 1维子空间的和就是 Vλ .

我们以 mλ 和 nλ 分别表示特征值 λ 的几何重数和代数重数,则定理说明

mλ = ∑
k≥1

δk(λ ,A)≤ nλ = ∑
k≥1

k δk(λ ,A), (4.10)

即几何重数 ≤代数重数,且等号成立当且仅当 δk(λ ,A) = 0对任意 k 6= 1成立. 这样我们又得到

方阵可对角化的充分必要条件: 对所有特征值 λ ,几何重数 =代数重数.

用线性变换的语言来表述,定理 4.3.1就等价于下述定理:

定理 4.3.2 (Jordan标准形,变换形式). 设 A 是 F-线性空间 V 上的线性变换且它的特征多项式

的根都在 F 中, 则存在 V 的一组基, 使得 A 在此基下的矩阵是 Jordan 形矩阵 J, 且 J 中形如

Jk(λ )的块的个数等于 δk(λ ,A ), λ -块的总个数等于 λ 的几何重数.

根据命题 4.1.10, 线性变换 A 在特征值 λ 的任何一个根向量生成的循环子空间上的限制
变换在一组特定基下的矩阵就是 Jordan 块矩阵, 故上面的定理就是在说根子空间都是循环子

空间的直和.

定义 4.3.3. 上述两定理中的 Jordan 形矩阵 J 称为方阵 A 或者线性变换 A 的 Jordan 标准形
(Jordan canonical form).
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推论 4.3.3. 设方阵 A的 Jordan标准形中 λi-块中最大块的大小是 di. 则 A的最小多项式 dA(x) =
s

∏
i=1

(x−λi)
di .

证明. 根据命题 4.3.4, Jd(λ )的最小多项式是 (x−λ )d ,再由 Jordan标准形定理即得.

4.3.2 唯一性的证明

我们证明矩阵形式 Jordan标准形的唯一性. 首先讨论 Jordan块 Jn(λ ) = λ In +Nn 的性质:

命题 4.3.4. Jordan块矩阵 Jn(λ )的特征多项式和最小多项式都是 (x−λ )n,它有唯一特征值 λ ,

其特征子空间维数是 1,且

rk(λ ,Jn(λ )) =

n− k, 若 1≤ k < n,

0, 若 k ≥ n;
(4.11)

rk(λ ,Jn(λ ′)) = n (若 λ 6= λ ′). (4.12)

另外, Jn(λ )与自己的转置相似,且对于 Jordan块 Jk′(λ ′),

δk(λ ,Jk′(λ ′)) =

1, 若 (k,λ ) = (k′,λ ′),

0, 若 (k,λ ) 6= (k′,λ ′).
(4.13)

证明. 等式 (4.13)由命题中关于秩的结果即得, 而这些结果只需要对 Nn = Jn(0)情形证明即可.

经计算立得

Nk
n =


O In−k

O O

 , 若 1≤ k < n,

0, 若 k ≥ n.

(4.14)

故 Nn的特征多项式和最小多项式都是 xn,它有唯一特征值 0,其几何重数是 n,代数重数即特征

子空间的维数是 1,且

rk(Nn) =

n− k, 若 1≤ k < n,

0, 若 k ≥ n.
(4.15)

另外,由等式

NT
n =


1

. .
.

1

Nn


1

. .
.

1

=


1

. .
.

1


−1

Nn


1

. .
.

1


即得 NT

n 与 Nn 相似.

注记. 当然, Nn 与 NT
n 相似还可以用线性变换的语言来证明. 设 V 是 n维线性空间, {e1, · · · ,en}

是它的一组基. 令

Nn : V →V, e1 7→ 0, e2 7→ 1, · · · , en 7→ en−1.

故

Nn(e1, · · · ,en) = (e1, · · · ,en)Nn,
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Nn(en, · · · ,e1) = (en, · · · ,e1)NT
n ,

所以 Nn与 NT
n 相似. 事实上上面证明出现的矩阵就是基 {e1, · · · ,en}到 {en, · · · ,e1}的过渡矩阵.

由 Jordan标准形定理,命题立刻说明:

推论 4.3.5. 复方阵 A与 AT 总相似.

命题 4.3.6. 对于 rk(λ ,A)与 δk(λ ,A),下列性质成立:

(1) 若 A与 B相似,则 rk(λ ,A) = rk(λ ,B),从而 δk(λ ,A) = δk(λ ,B).

(2) 若 λ 不是 A的特征值或者 k > n,则 δk(λ ,A) = 0.

(3) 若 λ 是 A的特征值,则
n
∑

k=1
δk(λ ,A) = dimVλ 即 λ 的几何重数.

(4) Jordan 形矩阵 J 中 Jk(λ )-块的个数等于 δk(λ ,J), 总 λ -块的个数等于 λ 的几何重数. 故

Jordan形矩阵 J1 与 J2 相似当且仅当等式 δk(λ ,J1) = δk(λ ,J2)对于任意 λ ∈ F, k ∈ Z+ 恒

成立.

证明. (1)由定义立得.

(2)若 λ 不是 A的特征值,则 A−λ In可逆,故 rk(λ ,A)恒等于 n,因此 δk(λ ,A) = 0.

设 k > n. 我们知道对任意方阵 B,若 ri(B) = ri+1(B),则 r j(B) = ri(B)对所有 j ≥ i成立. 由

于 ri(λ ,A) (0 ≤ i ≤ n+ 1)不能一直严格递降,故总存在 i ≤ n < k,使得 ri(λ ,A) = ri+1(λ ,A),这
说明

ri(λ ,A) = rk−1(λ ,A) = rk(λ ,A) = rk+1(λ ,A),

因此 δk(λ ,A) = 0.

(3)根据 (2)的证明, rn(λ ,A) = rn+1(λ ,A)恒成立. 故

n

∑
k=1

δk(λ ,A) =n− r1(λ ,A)− rn(λ ,A)+ rn+1(λ ,A)

=n− rank(A−λ In) = dimVλ .

(4)由于 J = diag(Jn1(λ1), · · · ,Jns(λs))是准对角阵,故

δk(λ ,J) =
s

∑
i=1

δk(λ ,Jni(λi)).

因此 (4)由(4.13)立得.

注记. 事实上总有 δk(λ ,A)≥ 0. 这由不等式

rankBk− rankBk+1 ≤ rankBk−1− rankBk

立得.

注记. 根据线性变换与方阵的对应关系,类似上述命题,容易给出 rk(λ ,A )和 δk(λ ,A )所满足

的性质.

Jordan标准形唯一性的证明. 这是命题 4.3.6的直接推论.
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4.3.3 存在性的证明

我们证明线性变换形式 Jordan标准形的存在性. 首先证明幂零变换情形,这需要如下引理:

引理 4.3.7. 设 A 6= O 是复线性空间 V 上的幂零变换,其最小多项式是 xk. 记 Vi = kerA i. 则

(1) k ≥ 2且 {0}=V0 ⊊V1 ⊊V2 · · ·⊊Vk =V ,从而 A |Vi (1≤ i≤ k)的最小多项式是 xi.

(2) 设 B0 为空集,设向量组 Bk−2, Bk−2∪Sk−1 和 Bk−2∪Sk−1∪Sk 分别是 Vk−2, Vk−1 和 Vk 的基.

则向量组 A (Sk)⊂Vk−1且它与 Bk−2线性无关.

证明. (1) k ≥ 2由 A 6= O 立得,其余部分是命题 4.1.14的结果.

(2) k = 2的情形是平凡情形. 现在设 k≥ 3. 考虑 α ∈ 〈Sk〉. 则 0 =A k(α) =A k−1(A (α)),这

说明A (α) ∈Vk−1,故A (Sk)⊂Vk−1. 若A (α) ∈ 〈Bk−2〉=Vk−2,则A k−2(A (α)) = A k−1(α) = 0,

故 α ∈Vk−1 = 〈Bk−2,Sk−1〉. 但 Bk−2∪Sk−1∪Sk 是 Vk 的基,这说明 α ∈ 〈Sk〉∩Vk−1 = {0}.

定理 4.3.8. 设 A 是 F-线性空间 V 上的幂零变换,则存在 V 的一组基使得 A 在此基下的矩阵

具有 diag(Nk1 , · · · ,Nkt )的形式.

证明. 不妨设 A 6= O . 设 dA (x) = xk. 对于 0≤ i≤ k,令 Vi = kerA i. 设 B1 = S1 是 V1 的一组基,

依次扩充,使得向量组 Bi = S1∪·· ·∪Si(i≤ k)是 Vi 的一组基. 设 B0 为空集合. 我们自上而下依

次将 Si替换为向量组 S̃k,从而将 Bk 改造成 Vk 的一组新的基.

首先令 S̃k = Sk = S∗k .由引理 4.3.7知A (S̃k)⊂Vk−1与 Bk−2线性无关,我们扩充 Bk−2∪A (S̃k)

为 Vk−1 的一组基 Bk−2∪A (S̃k)∪S∗k−1并令 S̃k−1 = A (S̃k)∪S∗k−1.

从 i = k 开始递降一直到 i = 2 为止, 假设已经构造了 S̃ j ( j ≥ i) 使得 Bi−1 ∪ S̃i ∪ ·· · ∪ S̃ j

是 Vj 的基. 将引理 4.3.7(2) 应用到变换 A |Vi 的情形, 则 A (S̃i) ⊂ Vi−1 与 Bi−2 线性无关. 将

Bi−2∪A (S̃i)扩充为 Vi−1的一组基 Bi−2∪A (S̃i)∪S∗i−1 并令 S̃i−1 = A (S̃i)∪S∗i−1.

根据构造,对于 1≤ i≤ k, S∗i 中每个向量的最小多项式都是 xi,

S̃i = A k−i(S∗k)∪A k−1−i(S∗k−1)∪·· ·∪S∗i ,

且 S̃1∪·· ·∪ S̃k 是 V 的一组基. 将这组基重新排列,我们得到 V 的基

k⋃
i=1

⋃
α∈S∗i

{A i−1(α), · · · ,A (α),α}.

这说明 V 是不变子空间的直和

V =
k⊕

i=1

⊕
α∈S∗i

F [A ]α.

对于 α ∈ S∗i , A |F [A ]α 在基 {A i−1(α), · · · ,A (α),α}下的矩阵是 Ni,故定理得证.

注记. 读者还可以通过商空间来构造向量集合 S∗i . 考虑线性映射 fi : Vi+1/Vi → Vi/Vi−1, α 7→
A (α),它是单射. 将 im( fi)的一组基扩充为 Vi/Vi−1 的基,扩充进来新向量组记为 S∗i ,那么只要

取 S∗i ⊆Vi为 S∗i 的一组逆元即可.
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Jordan标准形存在性的证明. 设A 是 V 上的线性变换且特征值均在 F 中. 记Wi =Wλi . 根据空

间分解定理, V =
s⊕

i=1
Wi且A |Wi 的特征多项式为 (x−λi)

ni . 故A |Wi−λiIWi 是Wi上的幂零变换.

根据定理 4.3.8,存在Wi 的一组基 Bi, A |Wi−λiIWi 在此基下的矩阵为 diag(Nk1 , · · · ,Nkt )的形式,

从而 A |Wi 在此基下的矩阵 Ai是 diag(Jk1(λi), · · · ,Jkt (λi))的形式. 故 A 在基 B = B1∪·· ·∪Bs下

的矩阵为 diag(A1, · · · ,As),它是 Jordan形矩阵.

4.3.4 Jordan标准形的计算

我们根据前面的理论证明来分析一下 Jordan标准形的计算问题,也就是说,给定域 F 上的

n阶方阵 A,如何通过具体计算,求得它的 Jordan标准形 J (不计 Jordan块的次序),并求得可逆

矩阵 P,使得 P−1AP = J.

首先, Jordan标准形 J的存在性基于如下条件: A的特征值即特征多项式 φA(x)的所有根都

需要在 F 中. 对于 F 是复数域的情形,由代数基本定理,这个条件自然满足. 对于其他情形,这

就需要通过全面确定特征多项式 φA(x)根的位置来判定. 若假设已知 J 的存在, 要求出它的具

体形式,就必须知道 A的所有特征值,也就是知道特征多项式 φA(x)的所有根 (从而也知道了根

的重数即特征值 λ 的代数重数 nλ ). 这是 Jordan标准形的计算必经的第一步骤. 由于伽罗瓦的

著名定理 (次数 ≥ 5的一般复系数多项式没有通用求根公式), 对于一般形式的高阶矩阵, 这是

很困难的. 实际计算中, 要么阶 n较小 (比如 n ≤ 4), 要么 A具备特殊结构 (例如它是准上三角

形),使得 φA(x)的根比较容易求出.

其次,如果已经知道特征值 λ ,就可以计算 rk(λ ,A) = rank(λ In−A)k (1 ≤ k ≤ nλ −1),从而

得到 δk(λ ,A), 这是 J 中 Jk(λ )-块的个数. 遍历所有的特征值 λ 就得到 Jordan 标准形 J. 其实,

如果 nλ 不大 (例如 ≤ 5), 通过计算得到 λ 的几何重数 mλ = n− r1(λ ,A), 即 J 中 λ -块的个数,

而 nλ 等于各 λ -块的阶之和. 这样的表达式 (不计次序)只有很少几种情形,往往只需要再计算

r2(λ ,A)就可以确定具体情形,即得到每个 λ -块的阶的大小.

最后考虑如何求 P. 将 P 写成有序列向量的形式 P = (x1, · · · ,xn). 由等式 A(x1, · · · ,xn) =

(x1, · · · ,xn)J 知 xi 必须是 A 的根向量, 且 (x1, · · · ,xn) 是按 J 中 Jordan 块次序相应的有序向量

组的有序并, 其中块 Jk(λ ) 对应的有序列向量组是 ((A− λ In)
k−1X ,(A− λ In)

k−2X , · · · ,X) 且 X

是 λ 的 k 次根向量. 这里需要好选择好来保证不同的 λ -块对应的向量组线性无关, 这正是定

理 4.3.8的证明中细心处理的内容. 同样,在 nλ 不大时,有序向量组的选择是容易处理的.

将上面的叙述总结一下,我们得到如下算法:

算法 4.3.9 (Jordan标准形算法). 输入: 域 F 上 n阶方阵 A.

(1) 求特征多项式 φA(x), 以及所有特征值 λi 和对应的代数重数 ni (i = 1, · · · ,s). 若特征值不

全在 F 中,则 A在 F 中没有 Jordan标准形.

(2) 对每个 i,计算 rk(λ ,A) = rank(λ In−A)k (1≤ k≤ ni)并求得 δk(λi,A). 则 J是由 δk(λi,A)个

Jordan块 Jk(λi) (i = 1, · · · ,s)组成的 Jordan形矩阵.

(3) 对每个 i,求根子空间Wi 的一组基,它是形如 ((A−λiIn)
k−1X ,(A−λiIn)

k−2X , · · · ,X) (其中

X 是 λi 的 k阶根向量)的有序列向量组之并. 将所有这些列向量依次横排,即得到矩阵 P

使得 P−1AP = J.
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输出: Jordan标准形 J和可逆矩阵 P使得 P−1AP = J.

4.3.5 一些例子

例 4.3.1. 求 A =


3 −2 1

2 −2 2

3 −6 5

的 Jordan标准形及最小多项式.

解. 经计算得 φA(x) = (x−2)3. 故 A只有唯一的特征值 2,它的 Jordan标准形 J的可能形式为

J1 = 2I3 =


2 0 0

0 2 0

0 0 2

 , J2 =

(
J2(2)

2

)
=


2 1 0

0 2 0

0 0 2

 和 J3 = J3(2) =


2 1 0

0 2 1

0 0 2

 .

由于只有 J2满足

rank(A−2I) = rank(J−2I) = 1,

故 A的 Jordan标准形 J = J2 =


2 1 0

0 2 0

0 0 2

,最小多项式 dA(x) = (x−2)2.

例 4.3.2. 求 A =


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

的 Jordan标准形.

解. 容易看出 φA(x) = (x− 1)4. 故 A只有唯一的特征值 1,它的 Jordan标准形 J 只能是下面五

者之一:

I4,

(
J2(1)

I2

)
,

(
J2(1)

J2(1)

)
,

(
J3(1)

1

)
和 J4(1).

由于只有 diag(J2(1),J2(1))满足

rank(J− I) = rank(A− I) = 2 且 rank(J− I)2 = rank(A− I)2 = 0,

故 J = diag(J2(1),J2(1)) =


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

.

例 4.3.3. 设 1≤ m < n. 试求 n阶方阵 A =

(
O In−m

O O

)
的 Jordan标准形.

解法 1. 注意到矩阵 A = Nm
n . 设 n = (q+ 1)m− r (0 ≤ r < m) , 则 Aq+1 = 0, 而对于 1 ≤ k ≤ q,

Ak = Nkm
n ,它的秩是 n− km > 0. 故 A的最小多项式是 xq+1,唯一的特征值 λ = 0,且

δk(0,A) =


0, 如 k < q或 k > q+1;

r, 如 k = q;

m− r, 如 k = q+1.
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故 A的 Jordan标准形为 J = diag(Nq+1, · · · ,Nq+1︸ ︷︷ ︸
m−r

,Nq, · · · ,Nq︸ ︷︷ ︸
r

).

解法 2. 令 A : Fn→ Fn, x 7→ Ax. 则 A 在标准基 {e1,e2, · · · ,en}下的矩阵是 A,而在基

{e1,em+1, · · · ,eqm+1, · · ·em−r,e2m−r, · · · ,en,em−r+1, · · · ,eqm−r+1, · · · ,em, · · · ,eqm}

下的矩阵就是 J = diag(Nq+1, · · · ,Nq+1︸ ︷︷ ︸
m−r

,Nq, · · · ,Nq︸ ︷︷ ︸
r

). 注意到这个解法实际上给出了 A到 J的过渡

矩阵 P.

注记. 在上例中分别取 n = 2m, 2m+1和 2m−1,则

(i) n = 2m阶方阵

(
O Im

O O

)
的 Jordan标准形是 diag(N2, · · · ,N2︸ ︷︷ ︸

m

).

(ii) n = 2m+1阶方阵

(
O Im+1

O O

)
的 Jordan标准形是 diag(N2, · · · ,N2︸ ︷︷ ︸

m−1

,N3).

(iii) n = 2m−1阶方阵

(
O Im−1

O O

)
的 Jordan标准形是 diag(N2, · · · ,N2︸ ︷︷ ︸

m−1

,0).

例 4.3.4. 设 A =


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

. 求可逆矩阵 P,使得 P−1AP是 Jordan形矩阵.

解. 首先计算 A的特征多项式,得 φA(x) = (x−1)2(x−2). 这说明 A有两个特征值, 1和 2,其中

特征值 1的代数重数是 2,而特征值 2的代数重数和几何重数都是 1,因此以 2为中心的 Jordan

块只有 1块.

求解齐次线性方程组 (A−2I)x = 0,即
2 3 −4

−1 −2 2

1 1 −2




x1

x2

x3

=


0

0

0

 ,

它的解空间是 1维的,由 (2,0,1)T 生成.

求解线性方程组 (A− I)x = 0,它的解空间也是 1维的,由 (1,−1,0)T 生成. 这样 1的几何重

数也是 1. 这说明 1为中心的 Jordan块只有 1块.

根据 Jordan标准形定理, A就相似于 J = diag(2,J2(1)).如果 P= (x1,x2,x3)满足 P−1AP= J,

即 AP = PJ,展开,即

Ax1 = 2x1, Ax2 = x2, Ax3 = x2 +x3.

这说明 x1 是 2的特征向量,可取为 x1 = (2,0,1)T ; x2 是 1的特征向量,可取为 x2 = (1,−1,0)T .

最后只要求线性方程组 (A− I)x = x2,即
3 3 −4

−1 −1 2

1 1 −1




x1

x2

x3

=


1

−1

0

 ,
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得到一个解 x3 = (−1,0,−1)T . 这样就有

P =


2 1 −1

0 −1 0

1 0 −1

 , P−1AP =


2 0 0

0 1 1

0 0 1

 .

例 4.3.5. 求

A =



1 1 1 1 1 1

0 2 0 1 2 3

0 0 2 0 1 −1

0 0 0 2 1 2

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


的 Jordan标准形 J,并求可逆矩阵 P,使得 P−1AP = J.

解. 首先 φA(x) = (x−1)(x−2)5,故 A的特征值为 1 (1重)和 2 (5重).

经计算可得

A−2I =



−1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 2 3

0 0 0 0 1 −1

0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, (A−2I)2 =



1 −1 −1 0 3 3

0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


,

(A−2I)3 =



−1 1 1 0 −2 −1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


.

由于 rank(A−2I) = 4,故 J中 2-块的个数是 6−4 = 2,所以 2-块的大小应该是 {1,4}或者 {2,3}.
再由于 rank(A−2I)2 = 2,故 {1,4}不可能. 因此 J = diag(1,J3(2),J2(2)).

现在需要求 P = (x1,x2,x3,x4,x5,x6), P可逆且 AP = PJ.

由 Ax1 = x1,知 x1是 1的特征向量,只要求解 (A− I)x = 0,可取 x1 = (1,0,0,0,0,0)T .

根据 Jordan标准形定理存在性的证明,其他 xi 可以如下选择. 注意到 ker(A−2I), ker(A−
2I)2 和 ker(A−2I)3 分别是 F6×1 的 2, 4和 5维子空间. 首先求解 (A−2I)3x = 0,得到它的一组

基础解系,其中一定有 (可能多个)向量满足 (A−2I)2x 6= 0. 任取其中一个,记为 x4,比如取

x4 = (0,0,0,0,1,−2)T .

令 x2 = (A− 2I)2x4, x3 = (A− 2I)x4. 将 {x2,x3}扩充为线性方程组 (A− 2I)2x = 0的基础解系.

扩充进来的两个向量中必有一个满足 (A−2I)x 6= 0,取它为 x6,比如

x6 = (0,0,3,0,2,−1)T .
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令 x5 = (A−2I)x6. 则 P满足要求. 在我们的选择中,

P =



1 −3 −1 0 4 0

0 −3 −4 0 1 0

0 0 3 0 3 3

0 0 −3 0 0 0

0 0 0 1 0 2

0 0 0 −2 0 −1


.

例 4.3.6. 证明任意复方阵 A ∈ Cn×n 均相似于上三角矩阵 B = (bi j),其中 |bi j|< ε, i 6= j.

证明. 根据 Jordan 标准形定理, 我们不妨假设 A = Jn(λ ) 是 Jordan 块矩阵, 只需证明对任意

ε > 0, Jn(λ )相似于 λn + εNn即可. 令 P = diag(1,ε, · · · ,εn−1),则 P−1Jn(λ )P = λ In + εNn.

例 4.3.7. 设 6阶方阵 A的最小多项式 dA(x) = x3. 求 A所有可能的 Jordan标准形.

解. 条件说明 A只有一个特征值 0且最大 Jordan块的大小是 3. 我们只要看 6表示为正整数之

和且和项里中最大项为 3的表示方法:

6 = 3+3 = 3+2+1 = 3+1+1+1.

故 A的 Jordan标准形有三种可能,分别为 diag(N3,N3), diag(N3,N2,0)和 diag(N3,0,0,0).

注记. 同样,若 n阶方阵 A只有一个特征值 λ ∈ F ,则 A的可能 Jordan标准形个数就等于 n表

为正整数之和的个数,也就是 n的分拆数 (partition number) p(n). 如果我们进一步知道 A的最

小多项式是 (x−λ )k,那么 A所有可能的 Jordan标准形数等于 n表为最大项为 k的正整数之和

的个数.

习题 4.3

习题 1. 已知 5阶方阵只有两个特征值,且满足

rankA = 3, rankA2 = 2, rank(A+ I) = 4, rank(A+ I)2 = 3.

试问它是否存在 Jordan标准形? 如存在,求出它的 Jordan标准形.
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习题 2. 求复可逆矩阵 P与 Jordan标准形 J,将下列方阵相似为 J:

(1)


6 5 −2

−2 0 1

−1 −1 3

 , (2)


−2 1 3

−22 11 33

4 −2 −6

 ,

(3)


1 3 4 7

0 1 2 0

0 0 1 4

0 0 0 1

 , (4)


4 3 0 0

−3 −2 0 0

1 2 −3 −2

3 4 8 5

 ,

(5)


a1

a2

. .
.

an

 , (6)


0 1

0
. . .

. . . 1

1 0

 .

习题 3. 设方阵 A的特征多项式 φA(x) = (x− 1)4(x+ 1)3x2, 试求 A所有可能的 Jordan标准形,

并求每种情形时 A的最小多项式.

习题 4. 设 9阶方阵 A的最小多项式 dA(x) = (x−1)2(x+1)2x2,试求 A所有可能的 Jordan标准

形,并求每种情形时 A的特征多项式.

习题 5. 已知 n阶方阵 A相似于 Jordan形矩阵 J,且 An−2 6= 0但 An−1 = 0,试求 J.

习题 6. 证明: 设 λ 6= 0,则复矩阵 Jn(λ k)与 Jn(λ )k 相似.

习题 7. 证明若复方阵A的特征值都是 1,则 A与 Ak 相似,其中 k是任意非零整数.

习题 8. 若方阵 A相似于 diag
((

0 1
1 0

)
, In−2

)
,则称 A为反射方阵. 证明: 若 A2 = I,则 A可分解为

有限多个反射方阵之积.

习题 9. 给出 4个互不相似的 4阶方阵 A,满足条件 (A− I)3 = 0.

习题 10. 证明: 若对所有非零整数 k, A与 Ak 相似,则 A的特征值只能是 0或者 1.

习题 11. 求所有与 A2相似的4阶复方阵 A,用它的 Jordan标准形表示.

4.4 有理标准形理论

4.4.1 多项式环 F [x]上的模

回忆一下域 F 上线性空间 V 的定义, 其关键之处在于存在数乘映射 F ×V → V , (λ ,v) 7→
λv, 它满足结合律, 与 (数及向量)加法间的分配律且 1v = v对所有 v ∈ V 成立. 将这个概念推

广,就得到多项式环 F [x]上模的概念.

定义 4.4.1. 设 V 是 F-线性空间. 若存在数乘映射

F [x]×V →V, ( f (x),v) = f (x)v, (4.16)

它延拓域上的数乘映射 F×V →V ,且满足
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(1) (多项式和向量)加法与数乘映射的左右分配律成立,即

( f (x)+g(x))v = f (x)v+g(x)v, f (x)(v+w) = f (x)v+ f (x)w;

(2) 结合律成立,即

( f (x)g(x))v = f (x)(g(x)v);

则称 V 是 F [x]-模 (module). 若W 是 V 的子空间且对于任意 w ∈W , f (x) ∈ F [x],均有 f (x)w ∈W

成立, 则称 W 是 V 的子模 (sub-module). 设 v ∈ V , 子模 F [x]v 称为 v 生成的循环子模 (cyclic

sub-module). 若 V = F [x]v对某个 v ∈V 成立,则称 V 为循环模, v是它的一个生成元.

数乘和模的概念可以进一步推广到一般交换环的情形, 模论是代数理论的重要组成部分,

读者在后续代数课程将会学到这些知识. 这里我们只用到下面这个简单事实:

引理 4.4.1. 设 V 是 F [x]-模. 对于 (α1, · · · ,αm) ∈V m, A = (ai j) ∈ F [x]m×n,定义

(α1, · · · ,αm)A :=

(
m

∑
i=1

ai1αi, · · · ,
m

∑
i=1

ainαi

)
∈V n. (4.17)

则对于任意 A ∈ F [x]m×n, B ∈ F [x]n×p,下述结合律成立:(
(α1, · · · ,αm)A

)
B = (α1, · · · ,αm)(AB). (4.18)

证明. 设 A = (ai j), B = (b jk). 由计算立得.

设 V 是域 F 上的有限维线性空间. 一方面, V 上每一个线性变换 A 都自然诱导出 V 的一

个 F [x]-模的结构:

f (x)v := f (A )(v).

另一方面, V 的每一个 F [x]-模的结构自然确定 V 上的一个线性变换 A :

A (v) := xv.

定义 4.4.2. 设 V 是 F-线性空间, A 是 V 上的线性变换. 定义 F [x]在 V 上的数乘:

f (x)v := f (A )(v). (4.19)

由此给出的 V 的 F [x]-模结构称为线性变换 A 决定的 F [x]-模结构.

上面结果总结起来即:

定理 4.4.2. 设 V 是有限维 F-线性空间. 则 V 上的 F [x]-模结构和 V 上的线性变换一一对应. 在

此对应下, W 是 V 的子模当且仅当W 是对应的线性变换 A 的不变子空间,向量 α ∈V 生成的

循环子模 F [x]α 即 α 生成的循环子空间 F [A ]α .

这个事实让我们可以从更高观点来研究线性变换和矩阵的性质,得到相似标准形的一般理

论,即有理标准形理论.
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4.4.2 有理标准形理论

设 V 是有限维 F-线性空间, A 是 V 上的线性变换. 设 A 在基 {α1, · · · ,αn}下的矩阵是 A,

即

A (α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)A. (4.20)

考虑 A 决定的 F [x]-模结构. 利用 (4.17)的定义, (4.20)就变成

(α1, · · · ,αn)(xIn) = (α1, · · · ,αn)A.

也就是说,

(α1, · · · ,αn)(xIn−A) = 0. (4.21)

这个公式对后面的论述十分重要,我们将频繁使用到它.

我们首先用 A 给出的模结构来再次证明 Cayley-Hamilton定理.

定理 4.4.3 (Cayley-Hamilton). 特征多项式 φA (x)是 A 的零化多项式,即 φA (A ) = O .

证明. 在公式 (4.21) 两边同乘以 xIn − A 的伴随矩阵 (xIn − A)∗, 注意到 (xIn − A)(xIn − A)∗ =

φA(x)In,运用结合律 (即引理 4.4.1),就得到

(α1,α2, · · · ,αn)


φA (x)

φA (x)
. . .

φA (x)

= 0.

这就是说对于 i = 1, · · · ,n,均有 φA (A )(αi) = 0. 因为 {α1, · · · ,αn}是 V 的一组基,所以对任意

α ∈V ,均有 φA (A )(α) = 0,故变换 φA (A )是零变换.

我们接下来用这个模结构来讨论相似标准形理论. 这里的关键是下述定理:

定理 4.4.4. 设线性变换 A : V →V 在基 {α1, · · · ,αn}下的矩阵是 A,并设

P(x)(xIn−A)Q(x) = diag(1, · · · ,1, ft+1, · · · , fn) =: D(x),

其中 P(x), Q(x)是可逆多项式矩阵, fi(x)是首一多项式. 令

(β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)P(x)−1.

则下列结果成立:

(1) β1 = · · ·= βt = 0;

(2) 对于 i > t, βi的最小多项式是 fi(x);

(3) V 是循环子空间 F [x]βi (t +1≤ i≤ n)的直和.
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证明. 由 (α1, · · · ,αn)(xIn−A) = 0即得

(β1, · · · ,βn)D(x) = 0.

这说明 β1 = · · ·= βt = 0,即 (1)成立;且对于 i > t, fi(x)βi = fi(A )(βi) = 0,即 fi(x)是 βi 的零化

多项式,从而

dim

(
n

∑
i=t+1

F [x]βi

)
≤

n

∑
i=t+1

dimF [x]βi ≤
n

∑
i=t+1

deg( fi(x)) = degφA (x) = dimV. (4.22)

另一方面,设 P(x) = (pi j(x)). 展开等式 (α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βn)P(x),则对于 1≤ i≤ n,

αi =
n

∑
j=t+1

p ji(x)β j ∈ F [x]βt+1 + · · ·+F [x]βn.

又由于 {αi}是 V 的一组基,这就说明

V = F [x]βt+1 + · · ·+F [x]βn. (4.23)

综合 (4.22)和 (4.23)就说明 V = F [x]βt+1⊕·· ·⊕F [x]βn,且对于每个 i≥ t +1,均有 dimF [x]βi =

deg( fi),即 fi(x)是 βi的最小多项式.

定理 4.4.5 (有理标准形). 设 A是域 F 上的 n阶方阵,设多项式方阵 xIn−A的 Smith标准形为

S(x) = diag(1, · · · ,1,dt+1(x), · · · ,dn(x)). 则

(1) A的特征多项式 φA(x) = dt+1(x) · · ·dn(x),最小多项式 dA(x) = dn(x).

(2) 设 Bi (i = t +1, · · · ,n)是不变因子 di(x)的友阵,则 A相似于准对角阵 diag(Bt+1, · · · ,Bn).

证明. 首先 xIn − A 的行列式 φA(x) 6= 0, 故 rank(xIn − A) = n. 其次, φA(x) = det(xIn − A) 与

det(S) = dt+1(x) · · ·dn(x)只相差乘法可逆元,而它们都是首一多项式,故一定相等.

取定线性变换 A : V → V 使得它在基 {α1, · · · ,αn}下的矩阵为 A. 令定理 4.4.4中的 D(x)

等于 S(x), 则 V =
n⊕

i=t+1
F [x]βi 是循环子空间的直和且 βi 的最小多项式为 di(x). 一方面这说明

dn(x)零化所有 βi,故它零化 V 中所有向量;另一方面, dn(x)的真因子不能零化 βn. 两者综合起

来就说明 dn(x)是 A 和 A的最小多项式. 故 (1)得证.

对于循环子空间 F [x]βi, 取它的一组基 {βi,A (βi), · · · ,A ki−1(βi)}, 其中 ki = deg(di(x)), 则

A |F [x]βi 在此基下的矩阵是 di(x)的友阵 Bi. 故 A相似于 diag(Bt+1, · · · ,Bn). 这就证明了 (2).

推论 4.4.6. 设 di(x) (i = t +1, · · · ,n)的初等因子组是 {pei j
i j (x) | 1≤ j ≤ ji},并设 Bi j 是 pei j

i j (x)的

友阵,则 A相似于以 Bi j (t +1≤ i≤ n, 1≤ j ≤ ji)为准对角阵块的准对角阵.

证明. 由于 di(x) =
ji

∏
j=1

pei j
i j (x), 根据定理 4.1.11, 我们可以将不变子空间 F [x]βi 分解为不变子空

间 F [x]βi j (1≤ j ≤ ji)的直和,其中 βi j 的最小多项式是 pei j
i j (x).

定义 4.4.3. 对于方阵 A ∈ Fn×n,多项式方阵 xIn−A称为 A的特征方阵. 定理 4.4.5中的准对角

阵称为 A的有理标准形.
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定理 4.4.7. 域 F 上的方阵 A与 B相似当且仅当它们的特征方阵 xIn−A与 xIn−B相抵,换言之,

即 xIn−A与 xIn−B有相同的 Smith标准形 (或相同的行列式因子,或相同的不变因子组,或相

同的初等因子组).

证明. 若 B = P−1AP与 A相似,则 xIn−B = P−1(xIn−A)P相似,它们自然也相抵.

反过来,设 xIn−A与 xIn−B相抵. 我们给出两个方法来证明 A与 B相似:

证法 1. 此时两个特征方阵有相同的 Smith标准形,根据定理 4.4.5, A和 B有相同的有理标准形,

故它们相似.

证法 2. 设 xIn−B = P(x)(xIn−A)Q(x),其中 P(x)与 Q(x)是多项式可逆阵. 设 V 是 F-线性空间,

A 是 V 上的线性变换,使得 A是 A 在基 {α1, · · · ,αn}下的矩阵. 考虑 V 由 A 决定的 F [x]-模

结构. 则

(α1, · · · ,αn)(xIn−A) = 0.

所以 (α1, · · · ,αn)P−1(x)(xIn−B) = 0. 令 (β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)P(x)−1,则

(α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βn)P(x). (4.24)

由 (β1, · · · ,βn)(xIn−B) = 0,得

A (β1, · · · ,βn) = (β1, · · · ,βn)(xIn) = (β1, · · · ,βn)B. (4.25)

对 i ∈ N做归纳,就得到

(β1, · · · ,βn)(xiIn) = (β1, · · · ,βn)Bi.

记 P(x) = (pi j(x)),其中 pi j(x) =
N
∑

k=0
p(k)i j xk, p(k)i j ∈ F . 则

P(x) =
N

∑
k=0

xkPk =
N

∑
k=0

(xkIn)Pk, 其中 Pk =
(

p(k)i j

)
∈ Fn×n.

故

(α1, · · · ,αn) =
N

∑
k=0

(β1, · · · ,βn)(xkIn ·Pk)

=
N

∑
k=0

[(β1, · · · ,βn)xkIn] ·Pk

=(β1, · · · ,βn)(P0 +BP1 + · · ·+BNPN).

这说明 {α1, · · · ,αn}由 {β1, · · · ,βn}线性表出,因此 {β1, · · · ,βn}也是 V 的一组基且 B是 A 在

这组基下的矩阵,故 A与 B相似.

注记. 根据证法 2, T = P(B) = P0 +BP1 + · · ·+BNPN 是 F 上的可逆矩阵且 A = T−1BT . 这给出

了求两个相似矩阵间的过渡矩阵的一种方法.

定理 4.4.7和推论 2.7.12是方阵准对角化的重要工具. 如果对于 xIn−A的每一个初等因子

1 6= pei
i , 都能找到 Ai 使得它的特征方阵只有唯一的初等因子 pei

i , 那么 A就相似于对角块是 Ai

的准对角阵. 作为应用,我们给出 Jordan标准形定理存在性部分的一个新证明:
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推论 4.4.8. 若方阵 A的特征值都在域 F 中,则 A相似于 Jordan形矩阵.

证明. 此时 xIn−A的不变因子的根都在 F 中,故可以假设 xIn−A的初等因子组为 {(x−λi)
ki |

1≤ i≤ t}. 根据例 2.7.7,令 J = diag(Jk1(λ1), · · · ,Jkt (λt)),则 xIn−J的初等因子组也是 {(x−λi)
ki |

1≤ i≤ t}. 故 xIn−A与 xIn− J相抵,根据上面的定理, A与 J相似.

定理 4.4.9. 设 A与 B是定义在域 F 上的矩阵, K 是 F 的扩域. 则 A与 B在 F 上相似当且仅当

它在 K 上相似.

证明. 这是由于特征方阵 xIn−A的 Smith标准形不随域的变化而变化.

K = C, F = R情形的新证明. 设 P是复可逆阵使得 AP = PB.将 P的元素写为实部和虚部之和,

我们可以记 P = P1 + iP2,其中 P1,P2是实矩阵. 故

A(P1 + iP2) = (P1 + iP2)B ⇒ AP1 = P1B, AP2 = P2B.

从而对任意实数 t,均有

A(P1 + tP2) = (P1 + tP2)B.

考虑多项式 f (t) = det(P1 + tP2), 由于 f (i) = det(P) 6= 0, 故 f (t) 不是零多项式, 它只有有限多

个根, 故总存在 t ∈ R, 使得 det(P1 + tP2) 6= 0. 这样我们就得到实可逆矩阵 Q = P1 + tP2, 使得

AQ = QB,即 B = Q−1AQ.

我们再举几个例子来说明有理标准形理论的应用.

例 4.4.1. 设 A是 F 上的方阵. 由于转置不改变行列式,所以 xIn−A与 xIn−AT 有相同的秩与行

列式因子,因此它们相抵,从而 A与 AT 在 F 上相似.

例 4.4.2. 根据例 2.7.5, A =


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

的特征方阵 xI−A的的不变因子是 (x− 1)2(x− 2),

故 A的 Jordan标准形就是 diag(2,J2(1)),这和例 4.3.5得到的结果一样.

例 4.4.3. 设方阵 A的最小多项式等于特征多项式,方阵 B与 A可交换. 证明: 存在 f (x) ∈ F [x],

使得 B = f (A).

证明. 设 A : X 7→ AX 和B : B 7→ BX 是 Fn上的线性变换,则 A B = BA .

根据有理标准形定理,我们知道存在 α ∈ Fn使得 Fn = F [A ]α . 故Bα = f (A )α 对于某个
f (x) ∈ F [x]成立. 对于任意 v ∈ Fn,设 v = h(A )α . 则

B(v) = B(h(A )α) = h(A ) f (A )α = f (A )(h(A )α) = f (A )(v).

这说明B = f (A ),故 B = f (A).

F = C时的矩阵证法. 注意到若将 A 和 B 换为 A′ = P−1AP 和 B′ = P−1BP, 则 A′B′ = B′A′ 且

φA′(x) = dA′(x). 如果我们能证明 B′ = f (A′), 那么就有 B = PB′P−1 = f (A). 因此我们不妨设

A = J是 Jordan形矩阵.
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由于 φA(x) = dA(x),故对于它的每个特征值 λ ,都只有一个 λ -块,因此可设

A = diag(J1, · · · ,Js),

其中 Ji = Jni(λi)且 λi两两不同. 将 B做对应分块,即 B = (Bi j)s×s,其中 Bi j 是 ni×n j 矩阵. 利用

条件 AB = BA,即得 JiBi j = Bi jJ j,这说明对任意多项式 g(x) ∈ F [x],均有

g(Ji)Bi j = Bi jg(J j).

若 i 6= j,取 g(x) = (x−λi)
ni . 则一方面由 Cayley-Hamilton定理知道 g(Ji) = O,另一方面, g(J j)

是对角元全为 λ j−λi的上三角阵,它是可逆阵. 所以上式说明 Bi j = O. 故我们得到

B = diag(B1, · · · ,Bs), 且 BiJi = JiBi.

先考虑 s = 1即 A = Jn(λ )的情形. 记 B = (bi j). 此时 AB = BA说明 NnB = BNn. 经计算即得

B =
n

∑
i=1

b1iNi−1
n =

n

∑
i=1

b1i(A−λ In)
i−1 = f (A).

对于一般情况,我们已经得到 fi(x),使得 Bi = fi(Ji). 根据中国剩余定理,令 f (x)是同余方程组
f (x)≡ f1(x) mod (x−λ1)

n1 ,

· · ·

f (x)≡ fs(x) mod (x−λs)
ns

的解. 则 Bi = fi(Ji) = f (Ji)从而 B = f (A).

注记. 事实上,只要将域 F 扩大使得它包含 A的所有特征值,就可以应用第二种证明.

4.4.3 实方阵的实相似

这是定理 4.4.7和推论 2.7.12的另一个应用.由于实系数多项式的不可约因子是 1次或者 2

次的,实多项式矩阵的初等因子只能是 (x−λ )n (λ ∈R)或者 (x2−2ax+a2+b2)n (a,b∈R,b 6= 0)

的形式. 我们已经知道 Jn(λ )的特征方阵的唯一初等因子是 (x−λ )n. 现在只需要找到一个实方

阵,它的特征方阵只有唯一的实初等因子 (x2−2ax+a2 +b2)n 即可.

引理 4.4.10. 设 a,b ∈ R, b 6= 0, λ = a+ bi. 令 K1 = K1(a,b) =

(
a b

−b a

)
. 则对于任意正整数 n,

矩阵 (xI2−K1)
n的不变因子组为 {1 (2n−1重),(x2−2ax+a2 +b2)n},它作为实系数矩阵的初等

因子组是 {(x2−2ax+a2 +b2)n},它作为复系数矩阵的初等因子组是 {(x−λ )n,(x− λ̄ )n}.

证明. 因为 K1有两个不同的特征值 λ 和 λ̄ ,所以存在复可逆阵 P,使得 K1 = P−1diag(λ , λ̄ )P,从

而 xI2−K1 = P−1diag(x−λ ,x− λ̄ )P,我们有

(xI2−K1)
n = P−1diag((x−λ )n,(x− λ̄ )n)P.

故 (xI2−K1)
n 作为复系数矩阵的初等因子组是 {(x−λ )n,(x− λ̄ )n}, 这说明它的不变因子组是

{1 (2n− 1重),(x2− 2ax+ a2 + b2)n}, 以及它作为实系数矩阵的初等因子组是 {(x2− 2ax+ a2 +

b2)n}.
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引理 4.4.11. 设 a,b ∈ R, b 6= 0,令 Kn = Kn(a,b)是 2n阶实矩阵

Kn(a,b) =



K1 I2

K1 I2

. . .
. . .

K1 I2

K1


.

则 xI2n−Kn的不变因子组为 {1 (2n−1重),(x2−2ax+a2+b2)n},它作为实系数矩阵的初等因子
组是 {(x2−2ax+a2 +b2)n},它作为复系数矩阵的初等因子组是 {(x−λ )n,(x− λ̄ )n}.

证明. 我们将特征方阵 xI2n−Kn 看作是矩阵元是 2 阶方阵的 n 阶分块方阵, 做分块初等变换.

首先将块的第 2列乘以 xI2−K1加到第 1列,然后 xI2−K1乘以第 1行加到第 2行,就得到矩阵

O −I2

(xI2−K1)
2 O −I2

. . .
. . .

xI2−K1 −I2

xI2−K1


.

继续这个操作,就得到

O −I2

O −I2

. . .
. . .

O −I2

(xI2−K1)
n O


=⇒



I2

I2

. . .

I2

(xI2−K1)
n


.

根据前面引理就得到欲证.

定理 4.4.12. 设 A 是 n 阶实方阵, 它的特征方阵 xIn − A 的实初等因子组是 {(x− λi)
ni ,(x2 −

2a jx+ a2
j + b2

j)
m j , 其中 i ≤ s, j ≤ t}, 则 A 实相似于准对角阵 D, 其对角块为 Jni(λi) (i ≤ s) 和

Km j(a j,b j) ( j ≤ t).

证明. 这是因为 A和 D的特征方阵有相同的初等因子组.

例 4.4.4. 设 A为 2n阶实方阵且 A2 + I = O. 证明：A实相似于

(
O I

−I O

)
.

证明. 由于 x2 +1是 A的零化多项式,它没有实根,故 A的最小多项式 dA(x) = x2 +1, A的特征

多项式 φA(x) = (x2 +1)n.

证法 1. 由于 dA(x)只有单复根 ±i,故 A复相似于对角阵 diag(iIn,−iIn),而它通过等式(
iIn O
O −iIn

)
=

(
In −iIn

In iIn

)(
O In

−In O

)(
1
2 In

1
2 In

i
2 In − i

2 In

)



180 第四章 相似标准形

复相似于

(
O I

−I O

)
,因此 A也复相似从而实相似于

(
O I

−I O

)
.

证法 2. 此时 xI−A的不变因子组就是 {1 (n重), x2 +1 (n重)},故 A的实有理标准形为

diag

((
0 1

−1 0

)
, · · · ,

(
0 1

−1 0

))
,

它相似于

(
O I

−I O

)
.

习题 4.4

习题 1. 求下述方阵在有理数域 Q上的有理标准形:

(1)


0 1 1

0 0 1

1 0 0

 , (2)


1 0 1

0 1 0

1 0 1

 .

习题 2. 若线性变换 A : V →V 决定的 V 的 F [x]-模结构是循环模,则称 A 为循环变换. 证明下

列条件等价:

(1) A 是循环变换;

(2) A 的特征多项式和最小多项式相等;

(3) A 在任意基下的矩阵 A的特征方阵 xIn−A的第 n−1个行列式因子等于 1.

习题 3. 根据定理 4.4.7的证明,给出算法: 判定两个方阵 A与 B是否相似;若相似,求出可逆矩

阵 P,使得 B = P−1AP.

习题 4. 设 λ ∈ F×. 证明: Jn(λ )与 λJn(1)相似.

习题 5. 设 a,b ∈ R且 b 6= 0,记 τ = a+bi.

(1) 求复矩阵 P使得 P

(
τ 0

0 τ̄

)
P−1 =

(
a b

−b a

)
.

(2) 证明

(
Jn(τ)

Jn(τ̄)

)
复相似于 Ln(a,b) =

(
aJn(1) bJn(1)

−bJn(1) aJn(1)

)
.

(3) 证明在定理 4.4.12中将 Km j(a j,b j)用 Lm j(a j,b j)替换,定理仍然成立.

习题 6. 设 x1 + ix2 是 n阶实方阵 A的属于虚特征值 a+bi的特征向量,其中 x1, x2 ∈ Rn. 证明:

〈x1,x2〉是 A的 2维不变子空间.

习题 7. 求所有的实方阵 A,使得 A1949 =

(
0 −1

1 0

)
.
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习题 8. 设实方阵 A的特征多项式 φA(x) = x(x−1)3(x2 +1)2. 试讨论 A的最小多项式、不变因

子、Jordan标准形及实相似标准形.

习题 9. 设 A可逆. 证明: dA−1(x) = dA(0)−1xdegdAdA(x−1).

习题 10 (Jordan-Chevalley分解). 证明: 任意复方阵 A都可以唯一分解为 A = B+C 的形式,其

中 B相似于对角阵, C是幂零阵, BC =CB,且 B和C均是 A的多项式.

4.5 更多例子

4.5.1 求解常微分方程组.

给定实方阵 A ∈ Rn×n,考虑常微分方程组

d
d t

x = Ax, 其中 x = (x1, · · · ,xn)
T . (4.26)

如果做变量替换 x = Py,其中 P是可逆矩阵,那么求解原方程组就归结为求解

d
d t

y = P−1APy. (4.27)

如果可以找到合适的可逆阵 P,使得 P−1AP = J 是 Jordan形矩阵,方程组 (4.26)就可以求解了.

事实上,由于 J是准对角阵,首先考虑 J = Jn(λ )的情形,此时只需要求解

dy1

d t
= λy1 + y2,

· · ·
dyn−1

d t
= λyn−1 + yn,

dyn

d t
= λyn.

(4.28)

令 zi = e−λ tyi,则
dzi

d t
= zi+1 (1≤ i≤ n−1),

dzn

d t
= 0.

这样就得到

zi =
cn

(n− i)!
tn−i + · · ·+ ci+2

2!
t2 + ci+1t + ci (1≤ i≤ n), 其中 c1, · · · ,cn 是常数.

于是 

y1 =

(
cntn−1

(n−1)!
+ · · ·+ c3t2

2!
+ c2t + c1

)
eλ t ,

· · ·

yn−1 = (cnt + cn−1)eλ t ,

yn = cneλ t .

(4.29)

对每个准对角块按公式 (4.29)得到的解综合起来,就是 (4.27)的解,再代回 x = Py就得到原常
微分方程组 (4.26)的解.
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例 4.5.1. 试求下述常微分方程组的解:
dx1
d t = 4x1 +3x2−4x3,

dx2
d t =−x1 +2x3,

dx3
d t = x1 + y1.

解. 此时

A =


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

 .

根据例 4.3.5的结果,令

P =


2 1 −1

0 −1 0

1 0 −1

 .

则 P−1AP = diag(2,J2(1)). 根据 (4.29)给出的公式,得

(y1,y2,y3) = (c1e2t ,(c3t + c2)et ,c3et).

代回 x = Py,就得到原方程组的解
x1 = 2c1e2t +(c3t− c3 + c2)et ,

x2 =−(c3t + c2)et ,

x3 = c1e2t − c3et .

4.5.2 求解方阵的幂和线性递归数列的通项

Jordan标准形的另一个应用是求方阵的幂.这个很好理解.如果 P−1AP = J,那么 P−1AkP =

Jk,从而有 Ak = PJkP−1. 对于每个 Jordan块,根据牛顿二项式公式,我们有

Jn(λ )k = (λ In +Nn)
k =

min{n−1,k}

∑
i=0

(
k
i

)
λ k−iNi

n. (4.30)

注意到 Ni
n =

(
O In−i

O O

)
由(4.14)给出,这样就得到 Jordan形矩阵的幂,从而得到方阵 A的幂.

设数列 {an}满足线性递归关系 an = c1an−1 + · · ·+ ckan−k,其中 c1, · · · ,ck 是常数,且假设数

列的前 k项已知,如何求它的通项? 对于这个问题,只要设

A =



c1 c2 · · · ck−1 ck

1 0 · · · 0 0
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0
. . . 0 0

0 0
. . . 1 0


.



4.5 更多例子 183

则 
an

an−1

· · ·
an−k+1

= A


an−1

an−2

· · ·
an−k

= · · ·= An−k


ak

ak−1

· · ·
a1

 . (4.31)

因此如果能够求出 A的任意幂次,我们也就得到了递归数列的通项公式.

例 4.5.2. 求实矩阵 A =

(
a b

−b a

)
的任意幂 Ak.

解法 1. 若 b = 0,则 Ak = akI2. 现在设 b 6= 0,则 A有两个虚特征值 a±bi. 注意到 (1, i)T 是 a+bi

的一个特征向量, (1,−i)T 是 a−bi的一个特征向量. 令 P =

(
1 1

i −i

)
,则 P−1 =

(
1
2 − i

2
1
2

i
2

)
且

AP = P

(
a+bi 0

0 a−bi

)
.

因此

Ak = P

(
(a+bi)k 0

0 (a−bi)k

)
P−1 =

 (a+bi)k +(a−bi)k

2
−i(a+bi)k + i(a−bi)k

2
i(a+bi)k− i(a−bi)k

2
(a+bi)k +(a−bi)k

2

 .

解法 2. 这个解法考虑 A的特殊形式. 令 X =

{(
x y

−y x

)
: x,y ∈ R

}
. 则

φ : X −→ C,

(
x y

−y x

)
7−→ x+ yi

是一一映射,且满足 φ(AB) = φ(A)φ(B). 故

Ak = φ−1((a+bi)k) =

(
Re(a+bi)k Im(a+bi)k

−Im(a+bi)k Re(a+bi)k

)
,

即解法 1所得矩阵. 这个解法说明复数可以用实矩阵来实现,即虚数不虚.

例 4.5.3. 设数列 {Fn}满足条件 Fn = aFn−1 +bFn−2 (n≥ 3),且已知 F1 与 F2,求 Fn 的通项公式.

简解. 本题中 A =

(
a b

1 0

)
,它的特征多项式为 x2−ax−b.

若它有重根, 则两个根都等于 λ =
a
2

, 此时 b = −a2

4
. 令 x2 满足 (A−λ I2)

2x2 = 0 且 (A−
λ I2)x2 6= 0,令 x1 = (A−λ I2)x2, P = (x1,x2),则 P−1AP = J2(λ ).

若它有两个根 λ1, λ2,令 x1与 x2分别是它们的特征向量. 则 P−1AP = diag(λ1,λ2).

两种情况都容易求得 Fn 的值.
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4.5.3 矩阵级数

本小节设 F = C,即讨论的矩阵都是复矩阵.

定义 4.5.1. 复方阵 A 的谱半径, 记为 ρ(A), 即它的所有特征值模的最大值, 也就是说 ρ(A) =
max{|λ | : φA(λ ) = 0}.

命题 4.5.1. 若幂级数 ∑
k

ckxk 的收敛半径 r > ρ(A),则矩阵级数 ∑
k

ckAk 收敛.

证明. 不妨设 A = J = Jn(λ ). 记 Ak =
(

a(k)i j

)
. 根据牛顿二项式定理,当 k ≥ n时,若 i≤ j,则

a(k)i j =

(
k

j− i

)
λ k− j+i.

此时

∑
k≥n

cka(k)i j = ∑
k≥n

(
k

j− i

)
ck λ k− j+i

收敛. 若 i > j,则 a(k)i j = 0. 故 ∑
k

ckAk 收敛.

我们考虑复方阵的指数函数,即矩阵级数

eA =
+∞

∑
k=0

Ak

k!
. (4.32)

由于级数 ∑
xk

k!
的收敛半径是 +∞,故 eA 在 Cn2

上收敛,且容易看出它在 Cn2
上任意有界闭域上

绝对收敛.

命题 4.5.2. 若复方阵 A,B满足条件 AB = BA,则 eA+B = eA · eB.

证明. 对 n阶方阵 A = (ai j),定义 A的范数 |A| := max{|ai j|}. 根据矩阵加法和乘法的公式,立得

|A+B| ≤ |A|+ |B|, |AB| ≤ n|A||B|. (4.33)

这就说明

|AiB j| ≤ ni+ j−1|A|i|B| j. (4.34)

令 |A|= M, |B|= N. 我们有

l+m

∑
k=0

(A+B)k

k!
−

l

∑
i=0

m

∑
j=0

AiB j

i! j!
=

(
l+m

∑
i=l+1

l+m−i

∑
j=0

+
l+m

∑
j=m+1

l−m− j

∑
i=0

)
AiB j

i! j!
.

故 ∣∣∣ l+m

∑
k=0

(A+B)k

k!
−

l

∑
i=0

m

∑
j=0

AiB j

i! j!

∣∣∣≤( l+m

∑
i=l+1

l+m−i

∑
j=0

+
l+m

∑
j=m+1

l−m− j

∑
i=0

)
ni+ j−1MiN j

i! j!

≤
l+m

∑
i=l+1

ni−1Mi

i!

m

∑
j=0

n jN j

j!
+

l+m

∑
j=m+1

n j−1N j

j!

l

∑
i=0

niMi

i!

≤enN
l+m

∑
i=l+1

ni−1Mi

i!
+ enM

l+m

∑
j=m+1

n j−1N j

j!
.

令 l,m→ ∞即得证.
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推论 4.5.3. 对于任意复方阵 A,方阵 eA均可逆,且它的逆就是 e−A.

例 4.5.4. 设 A是可逆复方阵. 对于正整数 k,试求方阵 B使得 Bk = A.

解. 注意到如果 Bk = A,那么 (P−1BP)k = P−1AP,故不妨假设 A = Jn(λ )是 Jordan块. 再由于 λ
总有 k次方根,故不妨假设 A = In +aNn.

函数 (1+ t)
1
k 的 Taylor展开为

(1+ t)
1
k = 1+

+∞

∑
i=1

1
k (

1
k −1) · · ·(1

k − i+1)
i!

t i.

将 t = aNn 代入,注意到 (aNn)
n = 0,就得到

(In +aNn)
1
k = In +

n−1

∑
i=1

1
k (

1
k −1) · · ·( 1

k − i+1)
i!

aiNi
n.

习题 4.5

习题 1. 求解常微分方程组
d
d t

x = Ax,其中

A =


4 0 0 0

0 4 0 0

3 0 4 0

2 3 0 4

 , x =


x1

x2

x3

x4

 .

习题 2. 设数列 {an}满足条件 an = 3an−1−3an−2 +an−3 (n≥ 3),且已知 a1 = a2 = a3 = 1,求 an

的通项公式.

习题 3. 设 A,B为方阵. 证明: 若 diag(A,A)与 diag(B,B)相似,则 A与 B相似.

习题 4. 设 A为复方阵. 证明: 若对所有正整数 k均有 Tr(Ak) = 0,则 A为幂零阵.

习题 5. 设复方阵 A,B满足条件 AB−BA = B. 证明: B是幂零阵.

习题 6. 设复方阵 A,B,C满足条件 AB−BA =C且 BC =CB. 证明: C是幂零阵.

习题 7. 证明: lim
k→+∞

Ak = O当且仅当 ρ(A)< 1.

习题 8. 求所有实矩阵 A,使得 eA = I.
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第五章 内积空间与变换

5.1 欧氏空间回顾

我们在《线性代数 I》中学过,欧氏空间 (Euclidean space)就是实数域上赋予了内积的线性

空间. 通过内积,我们可以定义向量的长度与夹角,从而使欧氏空间拥有了度量. 我们首先回顾

一下欧氏空间的定义与基本性质.

定义 5.1.1. 设 V 是实数域 R上的线性空间. V 的一个内积 (inner product)是指 V 上的一个双线

性对称正定函数,换言之,即满足下列条件的函数 (·, ·) : V ×V → R:

(1) 对称性 对任意 α,β ∈V ,

(α,β ) = (β ,α);

(2) 双线性 对任意 α1,α2,β ∈V 及 λ ,µ ∈ R,

(λα1 +µα2,β ) = λ (α1,β )+µ(α2,β );

(3) 正定性 对任意 α ∈V ,

(α,α)≥ 0, 且 (α,α) = 0⇔ α = 0.

配备了内积的线性空间 V 称为欧几里得空间 (Euclidean space),简称为欧氏空间.

欧氏空间中向量 α 的模长定义为 |α| =
√
(α,α). 模长为 1的向量称为单位向量. 非零向

量 α 的归一化或单位化是指单位向量
α
|α|

.

关于欧氏空间有以下基本性质与结论.

命题 5.1.1 (Cauchy-Schwarz不等式). 设 V 是欧氏空间. 则对任意 α,β ∈V 有

(α,β )2 ≤ (α,α)(β ,β ). (5.1)

且等号成立当且仅当 α,β 线性相关.

由 Cauchy-Schwarz不等式,我们可以定义两个向量之间的夹角.

定义 5.1.2. 设 V 是欧氏空间.

(1) 两个非零向量 α, β ∈ V 之间的夹角定义为 〈α,β 〉 = arccos (α,β )
|α||β | ∈ [0,π],而零向量 0与任

何向量 α 的夹角约定为 [0,π]中的任意值.

187
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(2) 若 〈α,β 〉 = 0 (或 π), 称 α 与 β 同向 (或 异向), 同向和异向的向量统称为 平行向量. 若

(α,β ) = 0,即 〈α,β 〉= π
2 ,则称 α,β 正交, 记为 α ⊥ β .

对给定的欧氏空间 V , 取其一组基 M = {α1,α2, . . . ,αn}. 设方阵 G = ((αi,α j))n×n. 对于

α, β ∈V ,设 x = (x1,x2, . . . ,xn)
T , y = (y1,y2, . . . ,yn)

T 是它们在基 M 下的坐标. 则内积 (α,β )可
以表示为

(α,β ) =

(
n

∑
i=1

xiαi,
n

∑
j=1

y jα j

)
=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

(αi,α j)xiy j = xT Gy. (5.2)

根据内积的对称性和正定性立知 G是正定矩阵. 反过来,若 G是正定阵,则 (α,β ) := xT Gy就
是 V 上的一个内积.

定义 5.1.3. 对给定的欧氏空间V ,内积 ( , )在基M = {α1, · · · ,αn}下的矩阵,即G=((αi,α j))n×n,

称为它在基 M下的度量矩阵或者 Gram矩阵,或简称为基 M的度量矩阵.

设 M̃ = {β1, . . . ,βn}是 V 的另一组基,并设两组基 M与 M̃之间关系为

(β1, . . . ,βn) = (α1, . . . ,αn)P.

则度量矩阵 G = ((αi,α j))n×n与 G̃ = ((βi,β j))n×n均为正定阵,满足关系

G̃ = PT GP, (5.3)

即若 α 与 β 在 M, M̃下的坐标分别为 x, x̃与 y, ỹ,则

(α,β ) = xGy = x̃T PT GPỹ = x̃T G̃ỹ. (5.4)

因此 G̃ = PT GP,即 G̃与 G相合. 故欧氏空间内积在两组不同基下的度量矩阵彼此相合.

定义 5.1.4. 欧氏空间 V 的基 {α1, . . . ,αn}称为 V 的正交基 (orthogonal basis)是指 αi (1≤ i≤ n)

是两两正交的非零向量,即

(αi,α j) = 0 对所有 1≤ i 6= j ≤ n成立;

称为 V 的标准正交基 (orthonormal basis)是指 αi (1≤ i≤ n)是两两正交的单位向量,即

(αi,α j) = δi j 对所有 1≤ i, j ≤ n成立.

换言之,正交基即指对应的度量矩阵是 (主对角元全为正实数的)对角阵,标准正交基即对应的

度量矩阵是单位阵.

标准欧氏空间 Rn 的标准正交基与正交阵紧密关联.

定义 5.1.5. 实方阵 O 称为 正交阵 (orthogonal matrix), 若它满足 OT O = OOT = I, 换言之, 若

O−1 = OT .

命题 5.1.2. 下列条件等价:

(1) O是 n阶正交阵;
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(2) O的列向量组是欧氏空间 Rn在标准内积下的一组标准正交基;

(3) O的行向量组是欧氏空间 R1×n 在标准内积下的一组标准正交基.

定义 5.1.6. 所有 n阶正交阵集合,在矩阵乘法意义下构成的群,称为 n阶正交群,记为 On(R).
行列式等于 1的 n阶正交阵构成的子群,即On(R)∩SLn(R),称为 n阶特殊正交群,记为 SOn(R).

正交阵还是欧氏空间两组标准正交基之间的过渡矩阵:

命题 5.1.3. 设 {α1, · · · ,αn}是欧氏空间 V 的一组标准正交基. 设 {β1, · · · ,βn}是 V 的一组向量,

且

(β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)P.

则 {β1, · · · ,βn}是 V 的标准正交基当且仅当 P是正交阵.

标准正交基可以由任一组基通过 Gram-Schmidt正交化过程构造出来.

定理 5.1.4 (Gram-Schmidt正交化). 从 n维欧氏空间V 的任一组基M = {α1,α2, . . . ,αn}出发,可

以构造出 V 的一组标准正交基 M̃ = {γ1,γ2, . . . ,γn},满足

(γ1,γ2, . . . ,γn) = (α1,α2, . . . ,αn)T, (5.5)

其中 T 为上三角矩阵,且其对角元均为正实数.

写为算法形式,即

算法 5.1.5 (Gram-Schmidt正交化). 给定欧氏空间 V 及内积 ( , ).

输入: V 的一组基 {α1,α2, . . . ,αn}.
输出: V 的一组标准正交基 {γ1,γ2, · · · ,γn}.

(1) 正交化. 令 β1 = α1;从 i = 2到 n,依次令

βi = αi−
(β1,αi)

(β1,β1)
β1−·· ·−

(βi−1,αi)

(βi−1,βi−1)
βi−1. (5.6)

(2) 归一化. 对于 1≤ i≤ n,令 γi =
βi

|βi|
.

将 Gram-Schmidt正交化方法应用到欧氏空间 Rn,就得到矩阵的 QR分解:

定理 5.1.6 (QR分解). 设 A是 n阶可逆实矩阵. 则 A = QR,其中 Q是正交阵, R是主对角元是正

实数的上三角阵,且这样的分解式唯一.

接下来我们研究正交子空间. 设W 是欧氏空间 V 的一个线性子空间,则W 通过继承 V 中

的内积也构成一个欧氏空间. 称W 为欧氏空间 V 的子空间.

定义 5.1.7. 设 V 为欧氏空间, W1, W2为 V 的子空间. 若向量 α ∈V 与W1中任何向量都正交,则

称 α 与W1 正交 (垂直),记为 α ⊥W1. 若W1 中任何向量都与W2 正交,则称W1 与W2 正交 (垂

直),记为W1 ⊥W2. 若 V =W1⊕W2 且W1 ⊥W2,则称W1与W2互为彼此的正交补空间.
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命题 5.1.7. 设W 是欧氏空间 V 的子空间. 则所有与W 垂直的向量全体W⊥ = {α |α ⊥W}是
W 的正交补空间,即W⊥是 V 的子空间且 V =W

⊕
W⊥.

证明. 首先说明W⊥是V 的子空间.实际上,设 α,β ∈W⊥,则对任意 γ ∈W , (α,γ) = 0, (β ,γ) = 0.

于是对任意 λ ,µ ∈ R,

(λα +µβ ,γ) = λ (α,γ)+µ(β ,γ) = 0,

即 λα +µβ ∈W⊥. 因此, W⊥是 V 的子空间. 由定义显然有W ⊥W⊥.

下证 V =W +W⊥. 设 {α1,α2, . . . ,αr}是W 的一组标准正交基,将它扩充为 V 的一组标准

正交基 {α1, . . . ,αr, . . . ,αn}. 则 αr+1,αr+2, . . . ,αn均是W⊥中的向量,故 V =W +W⊥.

易知W ∩W⊥ = 0,因此 V =W ⊕W⊥. 故W⊥是W 的正交补空间.

根据直和分解 V = W ⊕W⊥, 对任意 α ∈ V , 存在唯一的 αW ∈W 和 αW⊥ ∈W⊥, 使得 α =

αW +αW⊥ .

定义 5.1.8. 向量 α ∈V 在W 上的正交投影,记为 αW = PW α ,即唯一的 β ∈W 满足 α−β ⊥W .

定理 5.1.8. 设W 是欧氏空间 V 的子空间, {α1,α2, . . . ,αr}是W 的一组标准正交基. 则:

(1) 对任意 α ∈V , α 在W 上的正交投影 PW α 即

PW α = (α1,α)α1 +(α2,α)α2 + . . .+(αr,α)αr. (5.7)

(2) 设 α ∈V . 则对任意 β ∈W,

|α−β | ≥ |α−PW α|, (5.8)

且等号成立当且仅当 β = PW α .

例 5.1.1. 设 0 6= α ∈V . 则对于任意 β ∈V , β 在直线 Rα = 〈α〉上的正交投影 Pα(β )即

Pα(β ) =
(α,β )
(α,α)

α. (5.9)

在 Gram-Schmidt正交化过程中,记Wi = 〈α1, · · · ,αi〉. 则 {β1, · · · ,βi−1}是Wi−1 的正交基而

βi = αi−PWi−1(αi) = αi−
i−1

∑
j=1

Pβ j(αi). (5.10)

最后我们简单介绍欧氏空间的同构.

定义 5.1.9. 设V1,V2为欧氏空间.若存在线性空间的同构映射 σ :V1→V2满足:对任意 α,β ∈V1,

(σ(α),σ(β )) = (α,β ),则称 σ 为欧氏空间 V1到 V2的同构映射,称 V1与 V2同构,记为 V1 ∼=V2.

定理 5.1.9. 设 V1,V2 为欧氏空间,则 V1 与 V2同构当且仅当 V1 与 V2的维数相同.

证明. 若 V1 与 V2同构,则作为线性空间,它们也同构. 因此, V1与 V2的维数相同.

反之,设 dim V1 = dim V2 = n, {α1, . . . ,αn}是 V1 的一组标准正交基, {β1, . . . ,βn}是 V2 的一

组标准正交基. 定义线性映射 σ : V1→V2如下:

βi = σ(αi), i = 1, . . . ,n,
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即 σ 将 V1的标准正交基映射为 V2的标准正交基. 则对任意

α =
n

∑
i=1

xiαi ∈V, β =
n

∑
j=1

y jα j ∈V,

有

(σ(α),σ(β )) =

(
n

∑
i=1

xiσ(αi),
n

∑
j=1

y jσ(α j)

)

=

(
n

∑
i=1

xiβi,
n

∑
j=1

y jβ j

)
=

n

∑
i=1

xiyi = (α,β ).

因此 σ 是欧氏空间 V1 与 V2的同构映射.

习题 5.1

习题 1. 设 V 是欧氏空间, α , β , γ 是 V 中向量. 证明下述结论.

(1) 勾股定理: α ⊥ β 的充分必要条件是 |α|2 + |β |2 = |α +β |2.

(2) 余弦定理: 设 θ 是 α 与 β 的夹角,则

|α−β |2 = |α|2 + |β |2−2|α||β |cos(θ).

(3) 极化恒等式: (α,β ) =
1
4
(|α +β |2−|α−β |2).

(4) 平行四边形法则: |α−β |2 + |α +β |2 = 2|α|2 +2|β |2.

(5) 三角形不等式: |α− γ| ≤ |α−β |+ |β − γ|.

习题 2. 设 {α1, · · · ,αn}是欧氏空间V 的一组基, α,β ∈V .求证: α = β 当且仅当 (α,αi)= (β ,αi)

对所有 1≤ i≤ n成立.

习题 3. 对于欧氏空间 V 中的向量组 α1, · · · ,αm, 定义它的 Gram 方阵 G = (gi j)1≤i, j≤m, 其中

gi j = (αi,α j).

(1) 求证: α1, · · · ,αm 线性无关当且仅当 det(G) 6= 0.

(2) 设 m = n = dimV . 求证: 若 αi 在某组标准正交基下的坐标为 xi ∈ Rn, 则 det(G) =

det(x1, · · · ,xn)
2.

习题 4. 设 α1, · · · ,αM 是 n维欧氏空间 V 中的 M个单位向量. 求证:

(1) 若 (αi,α j)≤−ε < 0对所有 1≤ i < j ≤M成立,则 M ≤ 1+ 1
ε .

(2) 若 (αi,α j)≤ 0对所有 1≤ i < j ≤M成立,则 M ≤ 2n.

习题 5. 给出一个实方阵的例子,它的行向量两两正交但列向量不两两正交.
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习题 6. 设在三维欧氏空间 R3中,基 α1,α2,α3}的度量矩阵是

S =


1 0 −1

0 2 0

−1 0 2

 .

试求上三角阵 P,使得 PT SP是单位阵.

习题 7. 求齐次线性方程组 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0

3x1 +3x2 +5x3 +8x4 = 0

的解空间W 和它的正交补空间W⊥的一组标准正交基.

习题 8. 设欧氏空间 V = {ax2 +bx+ c | a,b,c ∈ R}上的内积为

( f ,g) =
∫ +∞

0
f (x)g(x)e−xdx.

试求基 {1,x,x2}的度量矩阵,并求 V 的一组标准正交基.

习题 9. 求 (1,1,1,−1,1)T , (1,2,0,0,2)T 生成的子空间W 在欧氏空间 R5×1 (其上内积是标准内

积)的正交补空间W⊥的一组标准正交基.

习题 10. 对下列方阵 A的列向量做 Gram-Schmidt正交化,并求它的 QR分解:

(1)


2 1 1

2 3 2

1 1 3

 , (2)


1 2 6 −11

2 −1 2 3

4 −2 9 6

2 4 2 3

 , (3)


1 6 −3 −1

4 9 −7 −1

2 2 −1 −1

2 2 4 −1

 .

习题 11. 设 w是欧氏空间Rn中一个非零向量,记矩阵Hw = In− 2
wT w wwT ,称为 w对应的House-

holder方阵.

(1) 证明 Hw 是正交矩阵,且其逆等于自己;

(2) 求 Hw的特征值 (包括重数),并给出对应的特征向量.

习题 12. 设 A ∈ Rn×n, 它的第一个列向量记为 α1 6= |α1|e1. 令 w = α1− |α1|e1. 证明: Hwα1 =

|α1|e1. 基于这个事实,给出求方阵 A的 QR分解的一种算法.

习题 13. 设 A ∈ Rn×n,它的第一个列向量记为 α1.

(1) 证明: 对任意 a,b ∈ R,存在 θ ,使得

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)(
a

b

)
=

(√
a2 +b2

0

)
.

(2) 证明：存在正交阵 G使得 AG的第一个列向量为 |α1|e1.

(3) 基于这个事实,给出求方阵 A的 QR分解的另一种算法.
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习题 14. 利用上面两个习题的算法,分别求 A =


2 1 1

2 3 2

1 1 3

的 QR分解.

习题 15. 设 {α1, · · · ,αn}是欧氏空间 V 中一组标准正交基. 设 α,β ∈V . 证明:

α ⊥ β ⇐⇒
n

∑
i=1

(α,αi)(β ,αi) = 0.

习题 16. 设 4维欧氏空间 R4 中, W 是由 α1 = (1,0,1,0)T 和 α2 = (0,1,0,1)T 生成的子空间. 试

求 β = (1,1,−1,−1)在W 上的正交投影.

习题 17 (Bessel不等式). 设 α1, · · · ,αk 是欧氏空间 V 中一组两两正交的单位向量. 证明: 对任

意 α ∈V ,
k

∑
i=1

(α,αi)
2 ≤ |α|2,

且等号成立当且仅当 {α1, · · · ,αk}是 V 的一组基.

习题 18. 设 {α1, · · · ,αn}是欧氏空间 V 中一组向量. 证明下列条件等价:

(1) {α1, · · · ,αn}是 V 的标准正交基;

(2) (Parseval等式)对任意 α,β ∈V , (α,β ) =
n
∑

i=1
(α,αi)(β ,αi);

(3) 对任意 α ∈V , |α|2 =
n
∑

i=1
(α,αi)

2.

习题 19. 设 n≥ 4. 设 n阶实方阵 A = (ai j)满足 ai j =±1且它的行向量两两正交. 求证:

(1) A的列向量两两正交.

(2) n是偶数.

(3) n是 4的倍数.

5.2 伴随变换和规范变换

从本节开始,我们研究欧氏空间上的线性变换. 由于欧氏空间带有度量,因此欧氏空间上的

线性变换具有度量特性. 我们曾经学习过正交变换与对称变换. 正交变换是保持刚体运动的线

性变换,而对称变换是沿特征方向伸缩及反射的变换. 本节我们将这两类变换推广到更一遍的

情形,即规范变换. 为此我们先要引入伴随变换的概念.

5.2.1 欧氏空间上的线性变换

在研究线性变换时, 我们通过选取线性空间的一组基, 将该线性变换与它在此基下的矩阵

对应起来. 当选取不同的基时,线性变换的矩阵是相似的,而相似标准形理论就是寻找合适的基

使得线性变换在此基下的矩阵具有最简形式. 对应于欧氏空间上的线性变换,由于标准正交基

的良好性质,我们需要研究线性变换在标准正交基下的矩阵. 我们知道两组标准正交基下的过

渡矩阵是正交阵. 这样就有如下结果.
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命题 5.2.1. 设 V 是欧氏空间, A 是 V 上的线性变换. 设 A 在标准正交基 {α1, · · · ,αn} 与
{β1, · · · ,βn}下的矩阵分别是 A和 B,并设两组基之间的过渡矩阵是正交阵 O. 则 B = O−1AO.

证明. 我们有

A (α1, · · · ,αn) = (α1, · · · ,αn)A, A (β1, · · · ,βn) = (β1, · · · ,βn)B,

(β1, · · · ,βn) = (α1, · · · ,αn)O, (α1, · · · ,αn) = (β1, · · · ,βn)O−1.

故

A (β1, · · · ,βn) = A (α1, · · · ,αn)O = (α1, · · · ,αn)AO = (β1, · · · ,βn)O−1AO = (β1, · · · ,βn)B.

所以 B = O−1AO,命题得证.

定义 5.2.1. 若存在正交阵 O使得 B = O−1AO,称 A与 B正交相似.

根据正交阵的性质,我们立刻有

引理 5.2.2. 正交相似关系是实方阵间的等价关系.

与研究相似关系一样,我们下一步的目标应该是求实方阵的正交相似标准形. 命题 5.2.1就

是说欧氏空间上的线性变换在不同标准正交基下的矩阵正交相似,而正交相似的矩阵可以实现

为欧氏空间同一线性变换在不同标准正交基下的矩阵. 这样,求方阵的正交相似标准形就等同

于求欧氏空间线性变换在标准正交基下的矩阵. 当然,由于正交相似的矩阵必然相似且相合,对

于一般的实系数方阵,不应该期望它的正交相似标准形有十分简洁的形式. 我们将要研究正交

阵、实对称阵和更一般的规范阵的正交相似标准形,这等价于研究正交变换、对称变换和规范

变换在标准正交基下的矩阵.

5.2.2 伴随变换

我们先看一个具体例子.

例 5.2.1. 设 Rn是具有标准内积的欧氏空间. 设A : x 7→ Ax是 Rn上的线性变换,这里 A ∈Rn×n,

x ∈ Rn. 令 A ∗为如下线性变换: x 7→ AT x. 称 A ∗为 A 的伴随变换. 显然,对任意 x, y ∈ Rn,

(A x,y) = (Ax,y) = xT AT y = (x,AT y) = (x,A ∗y).

从上面的例子看出,所谓伴随变换就是原变换的转置.

定义 5.2.2. 设 A 为欧氏空间 V 上的线性变换. 若存在 V 上的线性变换 A ∗ 使得 (A α,β ) =
(α,A ∗β )对任意 α,β ∈V 成立,则称 A ∗为 A 的伴随变换.

定理 5.2.3. 欧氏空间上线性变换的伴随变换存在且唯一. 更具体地说,若线性变换 A 在一组标

准正交基下的矩阵为 A,则伴随变换 A ∗即是在该组基下的矩阵为 AT 的线性变换.
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证明. 设 A 是欧氏空间 V 上的线性变换. A ∗ 是 A 的伴随变换. 我们先证 A ∗ 的唯一性. 设

A ∗
1 与 A ∗

2 是 A 的伴随变换,则对任意 α,β ∈V ,

(A α,β ) = (α,A ∗
1 β ) = (α,A ∗

2 β ).

由此,对任意 α ∈V , (α,(A ∗
1 −A ∗

2 )β ) = 0. 从而 A ∗
1 β = A ∗

2 β 对任意 β 成立. 故 A ∗
1 = A ∗

2 .

下证存在性. 设 A 在 V 的一组标准正交基M下矩阵为 A, V 中的向量 α,β 在M下的坐标

分别为 x,y. 则

(A α,β ) = (Ax)T y = xT AT y.

定义 V 上线性变换 A ∗ 为在标准正交基 M 下的矩阵是 AT 的线性变换. 则 (α,A ∗β ) = xT AT y,

从而

(A α,β ) = (α,A ∗β ), ∀α,β ∈V,

即 A ∗是 A 的伴随变换.

利用伴随变换的概念,我们可以方便地表示正交变换与对称变换.

命题 5.2.4. 设 V 是欧氏空间, A 是 V 上的线性变换. 则A 为正交变换当且仅当A ∗A =I ; A

为对称变换当且仅当 A ∗ = A . 这里 I 为恒等变换.

证明. 设 A 为正交变换,则对任意 α,β ∈V ,

(A α,A β ) = (α,A ∗A β ) = (α,β ),

因此, A ∗A = I . 反之亦然.

同理,设 A 为对称变换,则对任意 α,β ∈V ,

(A α,β ) = (α,A ∗β ) = (α,A β ),

因此, A ∗ = A . 反之亦然.

下面的结论进一步表明,伴随变换类似矩阵的转置.

定理 5.2.5. 伴随变换具有以下性质:

(1) (A ∗)∗ = A ,

(2) (A +B)∗ = A ∗+B∗,

(3) (λA )∗ = λA ∗,

(4) (A B)∗ = B∗A ∗.

其中设 A ,B是某个欧氏空间 V 上的线性变换.

证明. 我们只证 (1)和 (2). (3)与 (4)请读者自己完成.
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(1) 对任意 α,β ∈V ,

(A α,β ) = (α,A ∗β ) = (A ∗β ,α) = (β ,(A ∗)∗α) = ((A ∗)∗α,β ),

因此, (A ∗)∗ = A .

(2) 对任意 α,β ∈V ,

((A +B)∗α,β ) = (α,(A +B)β ) = (α,A β +Bβ )

= (α,A β )+(α,Bβ ) = (A ∗α,β )+(B∗α,β )

= ((A ∗+B∗)α,β ),

因此, (A +B)∗ = A ∗+B∗.

下面我们给一个求伴随变换的例子.

例 5.2.2. 给定欧氏空间 V = Rn×n, 其内积定义为 (X ,Y ) = Tr(XY T ). 给定 V 上的线性变换 A :

X 7→ XA,其中 A ∈V . 求 A 的伴随变换.

解. 对任意 X ,Y ∈V ,

(X ,A ∗Y ) = (A X ,Y ) = (XA,Y ) = Tr(XAY T ) = Tr(X(YAT )T ) = (X ,YAT ),

因此伴随变换 A ∗即 A ∗(Y ) = YAT (Y ∈V ).

5.2.3 规范变换

定义 5.2.3. 设 V 是欧氏空间, A 为 V 上的线性变换. 若 A 满足 A A ∗ = A ∗A ,则称 A 为 (实)
规范变换. 对应地,我们称满足条件 AT A = AAT 的实方阵 A为实规范方阵.

显然, 由命题 5.2.4, 对称变换与正交变换都是规范变换. 此外, 容易验证, 反对称变换即满

足 A ∗ =−A 的变换 A ,以及变换 λA (这里 λ ∈ R, A 为正交变换)都是规范变换.

定理 5.2.6. 设 A 为欧氏空间 V 上的线性变换. 则下列条件等价:

(1) A 是规范变换;

(2) 对任意 α ∈V , |A ∗α|= |A α|;

(3) 对任意 α,β ∈V , (A ∗α,A ∗β ) = (A α,A β );

(4) A 在任何一组标准正交基下的矩阵是实规范方阵.

证明. (1)⇒ (2). 设 A 为规范变换,对任意 α ∈V ,

|A α|2 = (A α,A α) = (α,A ∗A α) = (α,A A ∗α) = (A ∗α,A ∗α) = |A ∗α|2,

因此, |A α|= |A ∗α|.
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(2)⇒ (3). 对任意 α,β ∈V ,由极化恒等式 (α,β ) =
1
4
(|α +β |2−|α−β |2),有

(A ∗α,A ∗β ) =
1
4
(
|A ∗(α +β )|2−|A ∗(α−β )|2

)
=

1
4
(
|A (α +β )|2−|A (α−β )|2

)
= (A α,A β ).

(3)⇒ (1). 对任意 α,β ∈V ,

(A ∗A α,β ) = (A α,A β ) = (A ∗α,A ∗β ) = (A A ∗α,β ).

由 α , β 的任意性即得 A ∗A = A A ∗.

(1)⇔ (4). 记 A ,A ∗在标准正交基 M = {α1,α2, . . . ,αn}下的矩阵分别为 A, AT ,则

(A ∗A )(α1,α2, . . . ,αn) = A ∗((α1,α2, . . . ,αn)A)

= A ∗(α1,α2, . . . ,αn)A = (α1,α2, . . . ,αn)AT A.

同理,

(A A ∗)(α1,α2, . . . ,αn) = (α1,α2, . . . ,αn)AAT .

因此, A ∗A = A A ∗⇔ AAT = AT A.

接下来我们研究规范变换在标准正交基下的矩阵, 即研究实规范方阵的正交相似标准形.

为此,我们先证明几个结果.

引理 5.2.7. 设 A为实规范方阵,若 B与 A正交相似,则 B也为实规范方阵.

证法 1. A是实规范方阵说明 A对应的线性变换 A : x 7→ Ax是规范变换,从而 B作为 A 在 Rn

某组标准正交基下的矩阵也是实规范方阵.

证法 2. 设 B = PAP−1, P为正交阵,则

BT B = PAT PT PAPT = P(AT A)PT , BBT = PAP−1PAT PT = P(AAT )PT .

由于 A为实规范阵,故 AAT = AT A. 因此 BT B = BBT ,即 B为实规范阵.

例 5.2.3. 求所有的二阶实规范方阵.

解. 设 A =

(
a b

c d

)
,由 AT A = AAT 得

(
a2 + c2 ab+ cd

ab+ cd b2 +d2

)
=

(
a2 +b2 ac+bd

ac+bd c2 +d2

)
.

比较等式两边矩阵的元素得,

b =±c, ab+ cd = ac+bd.

若 b = c,则 A =

(
a b

b d

)
为对称方阵. 若 b =−c 6= 0,则 a = d,此时 A =

(
a b

−b a

)
. 因此,二阶

实规范方阵为对称阵或形如

(
a b

−b a

)
.
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命题 5.2.8. 设实分块方阵 A =

(
A11 A12

O A22

)
或 A =

(
A11 O
A21 A22

)
. 则 A 为规范方阵当且仅当

A12 = O (或 A21 = O),且 A11和 A22 均为规范方阵.

等价地说, 设W 是欧氏空间 V 上的线性变换 A 的不变子空间. 则 A 是规范变换当且仅

当W⊥是 A 的不变子空间,且限制变换 A |W 与 A |W⊥ 是规范变换.

证明. 我们使用矩阵方法来证明. 线性变换方法证明要复杂一些,参见本节习题 20.

充分性显然, 下证必要性. 只考虑准上三角情形, 即 A =

(
A11 A12

O A22

)
, 准下三角情形同理.

此时

AT A =

(
AT

11A11 ∗
∗ ∗

)
, AAT =

(
A11AT

11 +A12AT
12 ∗

∗ ∗

)
.

于是由

Tr(AT
11A11) = Tr(A11AT

11 +A12AT
12)

得 Tr(A12AT
12) = 0,从而 A12 = O.

同时由 AAT =AT A进一步有, A11AT
11 =AT

11A11, A22AT
22 =AT

22A22,即 A11, A22为规范方阵.

引理 5.2.9. 设 A ∈ Rn×n, A 是 Rn 上的线性变换 x 7→ Ax. 设 a+bi (a,b ∈ R,b 6= 0)是 A (A)的

一个复特征值, x+ iy是它的一个复特征向量,其中 x, y ∈ Rn. 则W = 〈x,y〉是 A 的 2维实不变

子空间,此时 a±bi是限制变换 A |W 的两个特征值.

证明. 比较 A(x+ iy) = Ax+ iAy = (a+bi)(x+ iy)的实部与虚部,即得

Ax = ax−by, Ay = bx+ay,

故W 是 A 的不变子空间. 要证它的维数是 2,只要证明 x与 y线性无关. 若不然,设 x = cy. 代

入上式即得 (1+ c2)by = 0,故 y = 0,从而 x+ iy = 0与它是特征向量矛盾. 同理可证 y 6= cx.

由于 A |W 在基 {x,y}下的矩阵是

(
a b

−b a

)
, 而显然 α ± bi是该矩阵的特征值, 故 α ± bi

也是变换 A |W 的两个特征值.

定理 5.2.10. 设 n阶实规范方阵 A的全部特征值为虚特征值 ak± ibk (bk > 0, ak,bk ∈R, 1≤ k≤ s)

和实特征值 λk (2s+1≤ k ≤ n). 则 A正交相似于

D = diag

((
a1 b1

−b1 a1

)
, . . . ,

(
as bs

−bs as

)
,λ2s+1, . . . ,λn

)
. (5.11)

等价地说,对于欧氏空间 V 上的规范变换A ,存在 V 的一组标准正交基,使得A 在此基下

的矩阵有 D的形式.

证明. 对 n做归纳法.

当 n = 1时,定理显然成立. 当 n = 2时,由例 5.2.3可知定理依然成立.

下设 n ≥ 3,且定理对阶数小于 n的规范方阵成立. 我们要做结论对 n阶规范方阵成立. 考

虑两种情形:
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情形 1. A 有复特征值 a1± ib1 (b1 > 0). 根据引理 5.2.9, A 存在 2 维不变子空间 W , 使得

A : x 7→ Ax在W 上的限制的特征值是 a1± ib1. 将W 的标准正交基 {x1,x2}扩充为 Rn 的标准

正交基 {x1,x2, . . . ,xn}. 由命题 5.2.8得

A(x1,x2, . . . ,xn) = (x1,x2, . . . ,xn)

(
A1 O
O A2

)
,

其中 A1 是 2阶规范方阵且其特征值是 a1± ib1, A2 是 n− 2阶规范方阵. 根据例 5.2.3, A1 只能

是

(
a1 ±b1

∓b1 a1

)
的形式. 需要时将 x2 换为 −x2,则总可以假设 A1 =

(
a1 b1

−b1 a1

)
. 现在只需要

对 A2使用归纳假设即可.

情形 2. A只有实特征值. 设 λ1 是它的特征值,其对应的单位特征向量为 x1. 将 x1 扩充为

Rn的一组标准正交基 {x1,x2, . . . ,xn}. 由命题 5.2.8得

A(x1,x2, . . . ,xn) = (x1,x2, . . . ,xn)

(
λ1 0
0 A1

)
,

且 A1 是只有实特征值的规范方阵. 记 P1 = (x1,x2, . . . ,xn), 则 P1 为正交方阵, 且 P−1
1 AP1 =

diag(λ1,A1). 对 A1 运用归纳假设即得定理.

注记. 当然,也可假设 bi < 0,或者一部分 bi < 0而其他 bi > 0.

上述定理表明,规范变换在某一组标准正交基下的矩阵具有形式 (5.11). 注意到(
ak bk

−bk ak

)
=
√

a2
k +b2

k

(
cosθk −sinθk

sinθk cosθk

)
,

其中 cosθk = ak

/√
a2

k +b2
k , sinθk =−bk

/√
a2

k +b2
k ,因此规范变换就是旋转变换、1维 (特征方

向)或者 2维 (特征平面)不变子空间上的伸缩变换及反射变换的复合.

推论 5.2.11. 设 n阶正交方阵 A的特征值为 cosθk± isinθk (0 < θk < π, k = 1, . . . ,s), 1 (t重)和

−1 (n−2s− t重). 则 A正交相似于

diag

((
cosθ1 −sinθ1

sinθ1 cosθ1

)
, . . . ,

(
cosθs −sinθs

sinθs cosθs

)
, It , −In−2s−t

)
. (5.12)

推论说明正交变换是旋转变换与反射变换的复合,从而是刚体变换. 特别地, R2 上的正交

变换要么是旋转变换,要么是反射变换. 对 R3 上的正交变换 A ,若 det(A ) = 1,即 A 为第一类

正交变换,则 A 为旋转变换;若 det(A ) =−1,即 A 为第二类正交变换,则 A 为旋转变换与反

射变换的复合.

推论 5.2.12. 设 n阶实对称方阵 A的特征值为 λ1,λ2, . . . ,λn,则 A正交相似于

diag(λ1,λ2, . . . ,λn) . (5.13)

反之,若规范方阵 A的特征值均是实数,即它正交相似于实对角阵,则 A必为对称阵.

推论说明对称变换是伸缩变换与反射变换的复合.
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推论 5.2.13. n 阶实反对称方阵 A 的特征值均为纯虚数或零. 假设 A 的纯虚数特征值为 ±ib1,

±ib2, . . ., ±ibs, bk > 0, k = 1,2, . . . ,s. 则 A正交相似于

diag

((
0 b1

−b1 0

)
, . . . ,

(
0 bs

−bs 0

)
,On−2s

)
. (5.14)

证法 1. 设 λ 为 A 的特征值, x 为对应的特征向量, 则 Ax = λx. 对该式两边取共轭转置得

x̄T AT =−x̄A = λ̄ x̄T . 于是

x̄T Ax = λ x̄T x, x̄Ax =−λ̄ x̄T x.

从而 λ x̄T x =−λ̄ x̄T x. 由于 x 6= 0,因而 x̄T x 6= 0,故 λ =−λ̄ ,即 λ 为纯虚数或者零.

证法 2. 由于 A反对称, 则定理中的 D也是反对称阵, 即 DT = −D, 这就说明 D的主对角元全

是 0,即 ak = 0 (k ≤ s)且实特征值 λ2s+1 = · · ·= λn = 0.

上述推论表明,可逆的反对称变换是旋转 ±π
2
的变换与伸缩变换的复合.

接下来,我们给出规范变换的若干性质.

命题 5.2.14. 设 A 是欧氏空间 V 上的实规范变换. 则

(1) A 的不同实特征值对应的特征向量彼此正交.

(2) (Im A )⊥ = ker A .

证明. (1)存在 V 的一组标准正交基 M = {α1,α2, . . . ,αn}, A 在 M下的矩阵具有形式 (5.11). 不

妨设 A 的实特征值为

λ2s+1 = · · ·= λ2s+t1 6= λ2s+t1+1 = · · ·= λ2s+t1+t2 6= · · · · · · 6=

λ2s+t1+...+tr−1+1 = · · ·= λ2s+t1+...+tr .

设 t0 = 0. 对于 1 ≤ j ≤ r,记Wj = 〈α2s+t1+...+t j−1+1, . . . ,α2s+t1+...+t j〉, λ̃ j := λ2s+t1+...+t j−1+1. 则Wj

是特征值 λ̃ j 的特征子空间,且Wi ⊥Wj (i 6= j). 因此, A 的不同实特征值对应的特征向量彼此正

交.

(2)存在 V 的一组标准正交基 M = {α1,α2, . . . ,αn}, A 在 M 下的矩阵具有形式 (5.11). 不

妨设 A 的所有零特征值为 λk+1 = . . .= λn = 0,则

Im A = 〈α1,α2, . . . ,αk〉, ker A = 〈αk+1,αk+2, . . . ,αn〉.

因此, (Im A )⊥ = ker A .

下面我们给出规范矩阵正交相似标准形的一些应用.

例 5.2.4. 设 A为 n阶实对称方阵且 A2 = A,则 A正交相似于 diag(Ir,O),这里 r = rank(A).

证明. x2− x为 A的零化多项式,因此 A的特征值为 1或 0. 不妨设有 r个 1, n− r个 0,则 A正

交相似于 diag(Ir,O),并且 r = rank(A).
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例 5.2.5. 设 A为 n阶实正交方阵,且 rank(A− I) = 1. 则 A正交相似于 diag(1, . . . ,1,−1).

证明. 由正交方阵的正交相似标准形知,若 A有复特征值,则 rank(A− I)≥ 2. 由 rank(A− I) = 1

知, A只有实特征值 1或 −1,且 1为 n−1重, −1为 1重.

例 5.2.6. 设 S为 n阶正定实对称方阵, K 为 n阶反对称方阵. 证明: det(S+K)≥ detS.

证明. 由于 S为正定实对称方阵,故存在可逆方阵 P使得 PT SP = I. 记 K̃ = PT KP,则 K̃ 为反对

称方阵,且原不等式等价于

det(I + K̃) = det(PT (S+K)P)≥ det(PT SP) = 1.

由于 K̃ 为实反对称方阵,故存在正交方阵 Q使得

QT K̃Q = K0 = diag

((
0 b1

−b1 0

)
, . . . ,

(
0 bs

−bs 0

)
,O

)
,

其中 0 6= bi ∈ R, i≤ s. 于是

det(I + K̃) = det(QT (I + K̃)Q) = det(I +K0)

= det

(
diag

((
1 b1

−b1 1

)
, . . . ,

(
1 bs

−bs 1

)
, In−2s

))
= (1+b2

1) · · ·(1+b2
s )≥ 1.

显然等号成立当且仅当 s = 0,即 K = O.

最后,我们研究一般实方阵的正交相似标准形问题.

定理 5.2.15. 设 n阶实方阵 A的特征值为虚特征值 a j± ib j (a j, b j ∈ R, b j > 0, j ≤ s)以及实特

征值 λ j ( j ≥ 2s+1). 则 A正交相似于

D =



A1

. . .

As

*

λ2s+1

. . .

λn


(5.15)

其中 A j 为 2阶实方阵,其特征值为 a j± ib j ( j ≤ s).

证明. 除去不能使用命题 5.2.8,本定理的证明与定理 5.2.10的证明几乎完全一样.

对 n归纳. 当 n = 1时,定理显然成立.

当 n = 2时, 若 A有复特征值 a1± ib1, 则令 A1 = A即可; 若 A有两个实特征值 λ1, λ2, 令

x1 是 λ1 的单位特征向量, {x1,x2}是 R2 的一组标准正交基,令正交阵 P = (x1,x2),则 PT AP =(
λ1 ∗
0 λ2

)
.
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下设 n≥ 3,且设定理的结论对小于 n阶方阵成立. 对于 n阶方阵,我们考虑两种情况:

情形 1. A 有复特征值 a1± ib1 (b1 6= 0). 根据引理 5.2.9, A 存在 2 维不变子空间 W , 使得

A : x 7→ Ax在W 上的限制的特征值是 a1± ib1. 将W 的标准正交基 {x1,x2}扩充为 Rn 的标准

正交基 {x1,x2, . . . ,xn}. 故

A(x1,x2, . . . ,xn) = (x1,x2, . . . ,xn)

(
A1 ∗
O Ã

)
,

其中 A1 是 2阶方阵且其特征值是 a1± ib1, Ã是 n−2阶方阵. 令正交阵 P1 = (x1,x2, . . . ,xn),故

PT
1 AP1 =

(
A1 ∗
O Ã

)
.

由归纳假设,设 P2是 n−2阶正交阵,且 P1ÃP2 =D2如定理所给出的形式.则 P=P1diag(I2,P2)

是正交阵,且 PT AP =

(
A1 ∗
O D2

)
如 (5.15)所示.

情形 2. A只有实特征值. 设 λ1 ∈ R是 A的特征值,对应的单位实特征向量为 x1. 将 x1 扩

充为 Rn 的一组标准正交基 {x1,x2, . . . ,xn},则

A(x1,x2, . . . ,xn) = (x1,x2, . . . ,xn)

(
λ1 ∗
0 Ã

)
.

记 P1 = (x1,x2, . . . ,xn). 显然 P1 为正交方阵,且 PT
1 AP1 =

(
λ1 ∗
0 Ã

)
. 由于 A只有实特征值,则 Ã

作为 n−1阶实方阵也只有实特征值.由归纳假设,存在 n−1阶正交方阵 P2使得 PT
2 ÃP2 = D2是

上三角阵. 则 P = P1

(
1

P2

)
是正交阵,且 PT AP =

(
λ1 ∗
O D2

)
是如 (5.15)所示的上三角阵.

上述定理的一个特殊情形即如下推论:

推论 5.2.16. 设实方阵 A的特征值均为实数,则 A正交相似于上三角阵.

定理 5.2.17 (Schur定理). 设 λ1,λ2, . . . ,λn 为实方阵 A的全部特征值,则 Tr(AAT ) ≥
n
∑
j=1
|λ j|2,且

等号成立当且仅当 A为规范方阵.

证明. 由定理 5.2.15,存在正交方阵 P,使得 PT AP = D,其中 D是(5.15)式中的矩阵. 于是

Tr(AAT ) = Tr(DDT ) =
s

∑
j=1

Tr(A jAT
j )+

n

∑
j=2s+1

λ 2
j +σ , (5.16)

其中 σ 为 D的非对角块元素的平方和.

对于 j ≤ s, A j 的特征值为 λ2 j−1 = a j + ib j 与 λ2 j = a j− ib j. 下证:

Tr(A jAT
j )≥ |λ2 j−1|2 + |λ2 j|2, (5.17)

且等号成立当且仅当 A j 为规范方阵.

实际上,设 A j =

(
c j d j

e j f j

)
,则

det(A j) = λ2 j−1λ2 j = a2
j +b2

j =
1
2
(|λ2 j−1|2 + |λ2 j|2).
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另一方面,

det(A j) = c j f j−d je j ≤
1
2
(c2

j +d2
j + e2

j + f 2
j ) =

1
2

Tr(AT
j A j),

等号成立当且仅当 f j = c j, e j = −d j, 即 A j =

(
c j d j

−d j c j

)
, 也就是 A j 是规范阵. 这就证明

了(5.17).

结合(5.16)与(5.17)及 σ ≥ 0即知,

Tr(AAT )≥
n

∑
j=1
|λ j|2,

且等号成立当且仅当 σ = 0且 A j ( j ≤ s)为规范阵,当且仅当 A为规范方阵.

定义 5.2.4. 设 A = (ai j)是 n阶实方阵,定义 A的 Frobenius范数为

||A||F :=
√

Tr(AAT ) =

(
n

∑
i=1

n

∑
j=1

a2
i j

) 1
2

. (5.18)

矩阵 A的范数度量了 A的大小. 根据 Schur定理,我们有

推论 5.2.18. 对于任意实方阵 A,

||A||2F = Tr(AAT )≥
n

∑
j=1
|λ j|2.

特别地,它的特征值最小模长 |λmin|和最大模长 |λmax|满足不等式

|λmin| ≤
||A||F√

n
, |λmax| ≤ ||A||F . (5.19)

习题 5.2

习题 1. 设欧氏空间 V = {ax2 +bx+ c | a,b,c ∈ R}上的内积为

( f ,g) =
∫ +∞

0
f (x)g(x)e−xdx.

试求 V 上的线性变换 A : f (x) 7→ f ′(x)的伴随变换.

习题 2. 设 V 是欧氏空间, A 是其上的线性变换, W 是A 的不变子空间. 求证: W 的正交补W⊥

是伴随变换 A ∗的不变子空间.

习题 3. 设 V 是欧氏空间, A 是其上的线性变换. 求证: ImA ∗是 kerA 的正交补. 注意: 这是命

题 5.2.14(3)的更一般情形.

习题 4. 设 A是 4阶正交阵, det(A) =−1且 i是它的一个特征值,求 A的特征多项式.

习题 5. 设 A 是有限维欧氏空间 V 上的规范变换. 证明: V = ImA ⊕kerA .

习题 6. 设 A, B是同阶正交阵. 求证: 若 det(A)+det(B) = 0，则 det(A+B) = 0.
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习题 7. 设 A =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

,求正交阵 O使得 OT AO为规范标准形.

习题 8. 设 A是 n阶实方阵. 证明或者举出反例:

(1) 若 A2是规范阵,则 A是规范阵.

(2) 若 A与 AT A乘积可交换,则 A是规范阵.

习题 9. 证明: 若下列三条件中只要两个成立,则另一个也必然成立:

(1) A是实对称阵; (2) A是正交阵; (3) A2 = I.

习题 10. 设 A是 n阶实对称方阵. 求证: 欧氏空间 Rn 的单位球面 Sn−1 = {x | |x|= 1}上的函数
f (x) = xT Ax的最大值和最小值分别是 A的最大和最小特征值.

习题 11. 设 A为 n阶正交阵且 det(A) = (−1)ε(A),其中 ε(A) ∈ {0,1}. 证明: 1作为 A的特征值

的重数 (这里非特征值的重数记为 0)与 n− ε(A)同奇偶.

习题 12. 设 n阶实方阵 A的所有元都取值 1或者 −1. 证明: |det(A)| ≤ n
n
2 . 给出一个 4阶方阵

的例子使得等号成立.

习题 13. 证明: 若欧氏空间的线性变换 A 是规范变换,则它的最小多项式 dA (x)无重根.

习题 14. 设 A是 n阶反对称实矩阵. 证明:

(1) A2是半负定阵.

(2) 若 λ1 6= 0是 A2 的特征值, x1 是它的一个特征向量,则W = 〈x1,Ax1〉是 A : x 7→ Ax的不

变子空间且 A |W 在W 的任意一组标准正交基下的矩阵为

(
0 b1

−b1 0

)
,其中 b2

1 =−λ1.

习题 15. 证明: Frobenius范数是正交相似不变量.

习题 16. 设 A是实方阵. 证明: A在 R上相似于实规范阵当且仅当 A在 C上可以对角化.

习题 17. 证明: 上三角规范实方阵一定是对角阵.

习题 18. 设实方阵 A, B乘积可交换. 证明:

(1) 若 A是规范阵,则 A与 BT 乘积可交换.

(2) 若 A和 B都是规范阵,则 A+B和 AB也是规范阵.

习题 19. 证明: 若 A是实规范阵,则 A与 AT 正交相似,并且存在 f (x) ∈ R[x],使得 AT = f (A).

习题 20. 设 A 是欧氏空间 V 上的线性变换, W 是 A 的不变子空间, {α1, · · · ,αm}是W 的标准

正交基. 证明:
m

∑
i=1
|A αi|2 ≤

m

∑
i=1
|A ∗αi|2.

由此证明: 若 A 是规范变换,则W 是 A ∗的不变子空间,从而W⊥是 A 的不变子空间.
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5.3 酉空间

酉空间是欧氏空间 (实数域上的内积空间) 到复数域上的推广. 但欧氏空间的内积定义无

法直接推广到复数域情形.回顾一下Rn上的标准内积定义:对于Rn中的向量 x=(x1,x2, . . . ,xn)
T

和 y = (y1,y2, . . . ,yn)
T ,它们的内积即

(x,y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

但当 x, y ∈Cn时,如果依然如上定义,那么 (x,x)≥ 0不再成立！为保证 Cn中内积的正定性,我

们修改内积定义为

(x,y) = x̄1y1 + x̄2y2 + · · ·+ x̄nyn.

这时 (x,x) =
n
∑

i=1
|xi|2 ≥ 0, 即内积具有正定性. 不过此时对称性变为共轭对称性: (y,x) = (x,y),

并且对第一个变量的线性也受到破坏,变成了共轭线性:

(λx+µy,z) = λ̄ (x,y)+ µ̄(y,z).

根据上面的分析,我们引入酉空间的定义.

定义 5.3.1. 设 V 是 C上的线性空间. 若映射 (·, ·) : V ×V → C满足如下性质:

(1) 共轭双线性: 对任意 α,β ,γ ∈V 及 λ ,µ ∈ C,

(λα +µβ ,γ) = λ̄ (α,γ)+ µ̄(β ,γ), (γ,λα +µβ ) = λ (γ,α)+µ(γ,β );

(2) 共轭对称性: 对任意 α,β ∈V ,

(α,β ) = (β ,α);

(3) 正定性: (α,α)≥ 0,且等号成立 ⇐⇒ α = 0;

则称映射 (·, ·)为一个内积,称定义了上述内积的线性空间 V 为酉空间 (unitary space). 此时,对

任意 α ∈V ,定义 α 的模长为 |α|=
√

(α,α). 模长为 1的向量称为单位向量.

酉空间及它上面的变换的性质和研究方法, 与欧氏空间情形十分相似. 我们首先在表 5.1

中列举二者之间的类比,并在本章接下去的三节里细述这些类比. 如果结论的证明方法和欧氏

空间对应结果雷同,我们将略去其证明,请读者自行补全.

我们看几个酉空间的例子.

例 5.3.1. 在 Cn = Cn×1 中定义 (x,y) = x∗y,显然它满足内积的条件,称此内积为标准内积,称此

时的酉空间为标准酉空间.

类似地,行向量空间 C1×n在标准内积 (x,y) = x̄yT 下成为酉空间.

例 5.3.2. 设 V 为区间 [a,b]上黎曼可积的复函数全体. 定义

( f ,g) =
∫ b

a
f (x)g(x)dx.

容易验证, (·, ·)构成 V 的内积,从而 V 在该内积下构成酉空间.
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欧氏空间 酉空间

内积性质 正定 /对称 /双线性

Cauchy-Schwarz公式

正定 /共轭对称 /共轭双线性

Cauchy-Schwarz公式

度量矩阵 实正定对称阵 /相合 复正定 Hermite阵 /共轭相合

标准正交基 过渡阵为正交阵

Gram-Schmidt正交化

过渡阵为酉阵

Gram-Schmidt正交化

变换的矩阵 实方阵 /相合 /正交相似

伴随变换↔矩阵转置
正交相抵 /奇异值分解

复方阵 /共轭相合 /酉相似

伴随变换↔矩阵共轭转置
酉相抵 /奇异值分解

特殊变换与矩阵 正交变换 /正交阵

对称变换 /实对称阵

实规范变换 /实规范阵

酉变换 /酉阵

Hermite变换 / Hermite阵

复规范变换 /复规范阵

表 5.1: 欧氏空间与酉空间的类比

例 5.3.3. 令 V 是复数域上 n阶复方阵全体构成的线性空间. 对 A,B ∈V ,定义

(A,B) = Tr(AT B).

可验证 (., .)构成线性空间 V 的内积,从而 V 在此内积下构成酉空间.

定理 5.3.1 (Cauchy-Schwarz不等式). 设 V 为酉空间, α,β ∈V . 则

|(α,β )|2 ≤ (α,α)(β ,β ), (5.20)

且等号成立当且仅当 α 与 β 线性相关. 由此即得三角形不等式:

|α +β | ≤ |α|+ |β |. (5.21)

证明. 若 α = 0, Cauchy-Schwarz不等式显然成立. 若 α 6= 0,对任意 λ ∈ C,

(λα−β ,λα−β ) = λ̄λ (α,α)− λ̄ (α,β )−λ (β ,α)+(β ,β )≥ 0.

在上式中令 λ = (α,β )
(α,α) ,化简即得不等式(5.20),且等号成立当且仅当 β = λα .

三角形不等式由 Cauchy-Schwarz不等式立得,留作练习.

注意,虽然我们由 Cauchy-Schwarz不等式可以得到 |(α,β )| ≤ |α||β |,但我们不能由此来定
义 α 与 β 的夹角,因为一般而言 (α,β )是一个复数.

例 5.3.4. 我们列举 Cauchy-Schwarz不等式一些例子:

(1) 对于 Cn 中标准内积生成的酉空间,向量 x = (x1,x2, . . . ,xn)
T 的模长为

|x|=

√
n

∑
i=1
|xi|2,

相应的 Cauchy-Schwarz不等式为

|x̄1y1 + x̄2y2 + · · ·+ x̄nyn|2 ≤
n

∑
i=1
|xi|2

n

∑
i=1
|yi|2.
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(2) 对于例 5.3.2中的函数 f (x),其模长为

| f (x)|=

√∫ b

a
| f (x)|2 dx,

对应的 Cauchy-Schwarz不等式为∣∣∣∣∫ b

a
f (x)g(x)dx

∣∣∣∣2 ≤ ∫ b

a
| f (x)|2 dx

∫ b

a
|g(x)|2 dx.

下面我们给出内积的矩阵表示形式.

首先对于复矩阵 A,我们记 A∗ = AH = AT
为它的共轭转置 (注意: 一般方阵 A的伴随矩阵

也使用 A∗这个记号,请根据上下文区分).

我们回顾 Hermite阵和正定 (半正定) Hermite阵的定义.

定义 5.3.2. 复方阵 H 称为 Hermite阵,是指它满足 H∗ = H.

设 H 为 n阶 Hermite阵,若对任意 0 6= x ∈ Cn,均有 x∗Hx > 0 (≥ 0),则称 H 正定 (半正定),
记为 A > 0 (≥ 0). 称 H 负定 (半负定)若 −H 正定 (半正定),此时记为 H < 0 (H ≤ 0).

引理 5.3.2. 酉空间的内积具有以下性质.(
m

∑
i=1

λiαi,
n

∑
j=1

µ jβ j

)
=

m

∑
i=1

n

∑
j=1

λ̄iµ j(αi,β j)

= (λ̄1, λ̄2, · · · , λ̄m)


(α1,β1) (α1,β2) · · · (α1,βn)

(α2,β1) (α2,β2) · · · (α2,βn)

· · · · · · · · · · · ·
(αm,β1) (αm,β2) · · · (αm,βn)




µ1

µ2
...

µn

 .

(5.22)

命题 5.3.3. 设 M = {α1, . . . ,αn}为酉空间 V 的一组基. 设向量 α 与 β 在 M 下的坐标分别为 x
和 y. 则

(α,β ) = x∗Hy, (5.23)

其中 H = ((αi,α j))是正定的 Hermite阵,称为基 M的 Gram矩阵或度量矩阵.

证明. 设 x = (x1, . . . ,xn)
T , y = (y1, . . . ,yn)

T . 则

α =
n

∑
i=1

xiαi, β =
n

∑
i=1

yiαi,

(α,β ) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x̄iy j(αi,α j) = x∗Hy.

其中 H = (αi,α j)是 Hermite阵,且由内积的正定性知,对任意 x 6= 0,有 x∗Hx = (α,α)> 0,即 H

为正定方阵.

例 5.3.5. 反过来,设 H 是 n阶正定 Hermite阵. 在 Cn中定义

(x,y) = x∗Hy.

则映射 (·, ·)满足共轭对称性、共轭线性和正定性,即它是 Cn 上的内积, Cn 在该内积下构成酉

空间,而 H 是标准基 {e1, · · · ,en}的 Gram矩阵.
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命题 5.3.4. 设 M1 = {α1, . . . ,αn}, M2 = {β1, . . . ,βn} 为酉空间 V 的两组基, 且它们之间的过渡

矩阵为 P, 即 (β1, . . . ,βn) = (α1, . . . ,αn)P. 设内积在基 M1, M2 下的度量矩阵分别为 H 与 H̃, 则

H̃ = P∗HP.

证明. 设 V 中向量 α,β 在基M2下的坐标分别为 x,y,则 α,β 在M1下的坐标分别为 Px, Py. 于

是由命题 5.3.3有

(α,β ) = x∗H̃y = (Px)∗H(Py) = x∗(P∗HP)y,

从而 H̃ = P∗HP.

定义 5.3.3. 设 A,B是同阶复方阵. 若存在可逆阵 P使得 B = P∗AP,称 A与 B共轭相合.

容易验证共轭相合是等价关系 (留作练习). 命题 5.3.4表明了内积在两组不同基下的度量

矩阵具有共轭相合的关系.

类似于欧氏空间情形,正交的概念在酉空间中也起到至关重要的作用.

定义 5.3.4. 设 V 为酉空间.

若对 α,β ∈V ,内积 (α,β ) = 0,则称 α 与 β 垂直或正交,记为 α ⊥ β .

设 M = {α1, . . . ,αn}为 V 的一组基,若 (αi,α j) = δi j, i, j = 1, . . . ,n,即基中任意两个向量正

交,且每个向量为单位向量,则称 M为 V 的一组标准正交基.

命题 5.3.5. 若 S是酉空间 V 中的非零正交向量组,即 S中的向量均不是零向量且两两正交,则

S一定是线性无关组.

注记. 这个结果说明 n维酉空间的 n元非零正交向量组一定是它的一组基.

证明需要用到正定性条件,省去这个条件则结论不成立. 例如,在 C2中取 α1 = α2 = (1, i)T ,

则 {α1,α2}是内积 (x,y) = xT y下的非零正交向量组,同时又是线性相关组.

注意到内积在标准正交基下的度量矩阵 H = I,故由命题 5.3.3知, (α,β ) = x∗y,即内积是通

常的标准内积.

酉空间的标准正交基同样可以由它的任一组基经过 Gram-Schmidt正交化过程得到.

定理 5.3.6 (Gram-Schmidt正交化). 设M = {α1,α2, . . . ,αn}为酉空间 V 的一组基,则经过 Gram-

Schmidt正交化:

(1) 正交化. 令 β1 = α1;从 i = 2到 n,依次令

βi = αi−
(β1,αi)

(β1,β1)
β1−·· ·−

(βi−1,αi)

(βi−1,βi−1)
βi−1, (5.24)

(2) 归一化. 对于 1≤ i≤ n,令 γi =
βi

|βi|
,

可以将 M化为一组标准正交基 M̃ = {γ1,γ2, . . . ,γn},满足

(γ1,γ2, . . . ,γn) = (α1,α2, . . . ,αn)T, (5.25)

其中 T 为一个复上三角矩阵,且对角元为正实数.
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注记. 酉空间中 Gram-Schmidt 正交化过程与欧氏空间中的 Gram-Schmidt 正交化过程完全一

样,但需要特别注意: 酉空间内积不具有对称性,计算内积时两个向量的次序不能随意对调,而

在欧氏空间内积情形是可以调换向量次序的.

下面介绍正交子空间的概念. 有关结论与欧氏空间也是一样的.

定义 5.3.5. 设W1,W2 是酉空间 V 的子空间. 对向量 α ∈V ,若 α ⊥ β 对任意 β ∈W1 成立,则称

α 与子空间W1 正交,记为 α ⊥W1. 若对任意 α ∈W1, β ∈W2 都有 α ⊥ β ,则称W1 与W2 正交,

记为W1 ⊥W2.

定理 5.3.7 (正交补空间). 设W 是酉空间 V 的子空间,则向量集合

W⊥ := {α ∈V |α ⊥W}

是 V 的子空间,且有 V =W ⊕W⊥. 称W⊥为W 的正交补空间.

定义 5.3.6. 设W 是酉空间 V 的子空间, α ∈V . 如果向量 β ∈W 满足 α−β ⊥W ,则称 β 为向量
α 在W 上的正交投影,记为 β = Pα .

定理 5.3.8. 设W 是酉空间 V 的子空间, α1, . . . ,αr 是W 的一组标准正交基. 则下列结论成立:

(1) 对任意 α ∈V , α 在W 上的正交投影存在唯一,且

Pα = (α1,α)α1 +(α2,α)α2 + . . .+(αr,α)αr. (5.26)

(2) 设 α ∈V . 则对任意 β ∈W,

|α−β | ≥ |α−Pα|. (5.27)

等号成立当且仅当 β = Pα .

酉空间同构也与欧氏空间一样,是酉空间之间保持酉内积的同构映射.

定义 5.3.7. 设 V1,V2 为酉空间. 若存在线性空间的同构映射 σ : V1→V2 满足: 对任意 α,β ∈V1,

(σ(α),σ(β )) = (α,β ),则称 σ 为酉空间 V1 到 V2 的同构映射,记为 V1 ∼V2.

定理 5.3.9. 设 V1,V2 为酉空间,则 V1 与 V2同构当且仅当 V1 与 V2的维数相同.

习题 5.3

习题 1. 证明酉空间的三角形不等式.

习题 2. 证明共轭相合关系是等价关系.

习题 3. 酉空间 V 中向量 α 与 β 正交当且仅当对任意复数 x,y,均有 |xα + yβ |2 = |xα|2 + |yβ |2.

习题 4. 设酉空间C3的内积为标准内积.试求向量组 α1 =(1, i,1)T , α2 =(0,1, i)T , α3 =(−1,0,1)T

通过 Gram-Schmidt正交化得到的标准正交基.

习题 5. 设酉空间 V =Cn×n,内积为 (X ,Y ) = Tr(X∗Y ). 求 V 中所有对角矩阵构成的子空间W 的

正交补.

习题 6. 试将复方阵 A =


0 i 1

−i 0 i

2 −i 0

的列向量组做 Gram-Schmidt正交化.
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5.4 酉空间上的线性变换

欧氏空间上的线性变换可以同样地推广到酉空间上. 本节我们分别将正交变换、(反)对称

变换、伴随变换及实规范变换推广到酉空间上,就得到酉变换、(反) Hermite变换、复伴随变换

及复规范变换. 从矩阵的角度, 也就是将正交阵、(反)对称实矩阵、实方阵的转置和实规范方

阵的相关理论推广到酉方阵、(反) Hermite阵、复方阵的共轭转置和复规范方阵的理论. 在讲

述本节和下节的命题和定理之前,我们需要特别注意两件事情:一方面,实矩阵是复矩阵的特殊

情况,命题对于后者成立自然对于前者也成立;另一方面,酉空间上的线性变换和复矩阵的很多

结果的证明常常只需要照搬欧氏空间线性变换和实矩阵对应结果的证明,即使要做改动也是很

微小的改动. 基于这个原因,我们省去了后面很多结果的证明,读者可以自行补齐.

5.4.1 酉变换

酉变换是正交变换在酉空间的推广.

定义 5.4.1. 设 U 是酉空间 V 上的线性变换,如果其保持内积不变,即对任意向量 α,β ∈V 有

(U α,U β ) = (α,β ), (5.28)

则称 U 是酉空间 V 上的酉变换.

设酉变换 U 在酉空间的一组标准正交基 M = {α1,α2, . . . ,αn} 下的矩阵为 U . 对任意

α, β ∈V ,设它们在基 M下的坐标分别为 x, y,则 U α, U β 的坐标分别为Ux,Uy,且

(α,β ) = x∗y, (U α,U β ) = (Ux)∗(Uy) = x∗U∗Uy.

由 (U α,U β ) = (α,β )即知,

x∗U∗Uy = x∗y

对任意 x,y成立. 由此即得U∗U = I,进而有U−1 =U∗以及UU∗ = I.

定义 5.4.2. 设U 是一个 n阶复方阵,如果它满足

U∗U =UU∗ = I, (5.29)

就称U 为酉方阵 (unitary matrix).

例 5.4.1. 任意 1阶酉方阵即模长为 1的复数 z = eiθ (θ ∈ R).

任意 2阶酉方阵均形如

(
z w

−w̄δ z̄δ

)
,其中 z, w, δ ∈ C, |z|2 + |w|2 = 1, |δ |= 1.

显然,酉方阵是正交矩阵在复数情形的推广. 由酉方阵的定义有

命题 5.4.1. 下列条件等价:

(1) U 是 n阶酉方阵;

(2) U 的列向量组是 Cn 在标准内积 (x,y) = x∗y下的一组标准正交基;
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(3) U 的行向量组是 C1×n 在标准内积 (x,y) = x̄yT 下的一组标准正交基.

将 Gram-Schmidt正交化方法应用到酉空间 Cn,就得到复系数版本的 QR分解:

定理 5.4.2 (QR分解). 设 A是 n阶可逆复方阵. 则 A = QR,其中 Q是酉矩阵, R是主对角元为正

实数的上三角阵,且这样的分解式唯一.

下列结果的证明与正交变换情形类似,请读者自己完成. 需要注意的是定理 5.4.3中 (2) ⇒
(1)要用到酉空间里的极化恒等式:

(α,β ) =
1
4

(
|α +β |2−|α−β |2− i|α + iβ |2 + i|α− iβ |2

)
. (5.30)

定理 5.4.3. 设 U 是酉空间 V 内的一个线性变换,则下列各命题等价:

(1) U 是一个酉变换;

(2) U 保持向量的模长不变,即对任意的 α ∈V ,有 |U α|= |α|;

(3) U 将酉空间的标准正交基变为标准正交基;

(4) U 在标准正交基下的矩阵是酉方阵.

定理 5.4.4. 酉变换任何特征值的模长都等于 1,因此它的行列式的模长也是 1.

定理 5.4.5. 设 U(V )是 n维酉空间 V 中所有酉变换的全体所构成的集合,则

(1) 单位变换 I ∈ U(V );

(2) 若 U1,U2 ∈ U(V ),则 U1U2 ∈ U(V );

(3) 若 U ∈ U(V ),则 U −1 ∈ U(V ).

因此 U(V )在变换的乘法和逆运算之下是封闭的,即它构成群.

定义 5.4.3. 酉空间 V 上所有有变换的群 U(V )称为 V 的酉变换群 (unitary group). 其中行列式

等于 1的酉变换构成的子群,称为 V 的特殊酉变换群,记为 SU(V ).

所有 n阶酉方阵构成的群称为 n阶酉群,即标准酉空间 Cn的酉变换群,记为 Un或者 U(n).

行列式为 1的 n阶酉方阵构成的群称为特殊 n阶酉群 SUn或 SU(n),即特殊酉变换群 SU(Cn).

注记. 一般线性群,特殊线性群,正交群,辛群 (它保持辛内积不变)和酉群统称为典型群 (clas-

sical groups).

5.4.2 Hermite变换与反 Hermite变换

Hermite和反 Hermite变换是对称和反对称变换在酉空间中的推广.

定义 5.4.4. 设H 是酉空间 V 中的线性变换,如果对 V 中任意两个向量 α,β 有

(α,H β ) = (H α,β ), (5.31)

则称H 是酉空间 V 上的 Hermite变换.
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设M := {α1,α2, . . . ,αn}是酉空间 V 的一组标准正交基, Hermite变换H 在基M下的矩阵

为 H. 对任意 α,β ∈V ,设它们在 M下的坐标分别为 x,y. 则

(H α,β ) = (Hx)∗y = x∗H∗y, (α,H β ) = x∗Hy.

由 (α,H β ) = (H α,β )知, x∗H∗y = x∗Hy对任意 x,y ∈ Cn成立. 于是 H∗ = H,即 H 为 Hermite

阵.

根据上述分析,我们有

定理 5.4.6. 设H 是酉空间 V 上的线性变换. 则H 是 Hermite变换当且仅当H 在一组标准

正交基下的矩阵为 Hermite阵.

关于 Hermite矩阵我们有以下结论.

命题 5.4.7. 设 H 是 Hermite方阵. 则 H 的特征值均为实数,且不同特征值对应的特征向量彼此

正交.

接下来我们介绍反 Hermite变换.

定义 5.4.5. 设H 是酉空间 V 上的线性变换,如果对 V 中任意两个向量 α,β 有

(α,H β ) =−(H α,β ), (5.32)

则称H 是酉空间 V 上的反 Hermite变换.

定理 5.4.8. 设H 是酉空间 V 上的线性变换. 则H 是反 Hermite变换当且仅当H 在一组标

准正交基下的矩阵为反 Hermite阵.

根据 Hermite阵与反 Hermite阵的一一对应 H↔ iH,关于反 Hermite矩阵我们有以下结论.

命题 5.4.9. 设 H 是反 Hermite方阵. 则 H 的特征值均为纯虚数或零,且不同特征值对应的特征

向量彼此正交.

5.4.3 伴随变换

定义 5.4.6. 设 A 是酉空间 V 上的线性变换,若存在 V 上的线性变换 A ∗满足

(A α,β ) = (α,A ∗β ) (5.33)

对任意 α,β ∈V 成立,则称 A ∗为 A 的伴随变换.

定理 5.4.10. 设 A 是酉空间 V 的线性变换,则 A 的伴随变换存在且唯一.

证明. 唯一性的证明同定理 5.2.3的证明一样, 存在性的证明也与定理 5.2.3的的证明类似. 下

面简述存在性的证明.

设 A 在 V 的一组标准正交基 M 下矩阵为 A. 定义 V 上的线性变换 A ∗ 如下: A ∗ 在标准

正交基 M下的矩阵为 A∗. 对 V 中任意向量 α,β ,设它们在 M下的坐标分别为 x,y. 则

(A α,β ) = (Ax)∗y = x∗A∗y = (α,A ∗β ).

即 A ∗是 A 的伴随变换.
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上述定理的证明表明,若 A 在一组标准正交基 M 下的矩阵为 A,则 A ∗ 在 M 下的矩阵为

A的共轭转置 A∗. 因此,酉空间的伴随变换满足矩阵共轭转置运算相同的性质:

命题 5.4.11. 设 A , B是酉空间 V 上的线性变换,则

(1) I ∗ = I ,这里 I 表示恒等变换;

(2) (A ∗)∗ = A ;

(3) (λA )∗ = λ̄A ∗, λ ∈ C;

(4) (A ±B)∗ = A ∗±B∗;

(5) (A B)∗ = B∗A ∗.

命题 5.4.12. 设A 是酉空间V 上的线性变换. 若W 是A 的不变子空间,则W⊥是伴随变换A ∗

的不变子空间.

证明. 任给 α ∈W , β ∈W⊥. 由W 为 A 的不变子空间有 A α ∈W ,故

(α,A ∗β ) = (A α,β ) = 0.

于是 A ∗β ⊥W ,即 A ∗β ∈W⊥. 因此, W⊥是 A ∗的不变子空间.

5.4.4 规范变换

下面我们介绍欧氏空间的规范变换在酉空间上的推广.

定义 5.4.7. 若酉空间 V 上的线性变换 A 满足 A A ∗ = A ∗A ,则称 A 为规范变换. 相应地,若

复方阵 A满足 A∗A = AA∗,则称 A为 (复)规范方阵.

易知,酉变换、(反)Hermite变换都是规范变换. 实际上,我们有

命题 5.4.13. 设 A 为酉空间上的线性变换. 则 A 为酉变换当且仅当 A A ∗ = I , A 为 Hermite

变换当且仅当 A ∗ = A , A 为反 Hermite变换当且仅当 A ∗ =−A . 从而酉变换, (反)Hermite变

换都是规范变换.

同欧氏空间的规范变换类似,酉空间上的规范变换有以下等价刻画 (证明需要使用酉空间

里的极化恒等式):

定理 5.4.14. 设 A 是酉空间 V 上的线性变换. 则下列条件等价:

(1) A 为规范变换;

(2) 对任意 α ∈V , |A α|= |A ∗α|;

(3) 对任意 α,β ∈V , (A α,A β ) = (A ∗α,A ∗β );

(4) A 在一组标准正交基下的矩阵为规范方阵.
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下面研究规范变换在一组适当标准正交基下的最简形式. 假设 A 是酉空间 V 上的线性变

换, A 在 V 的两组标准正交基 M1, M2 下的矩阵分别为 A, B. 假设从 M1 到 M2 的过渡矩阵为 P,

则 P为酉方阵 (请读者自己验证),且 B = P−1AP.

定义 5.4.8. 设 A,B均为 n阶复方阵. 若存在 n阶酉方阵 P使得 B = P−1AP,则称 A与 B酉相似.

根据 n阶酉阵构成群这个性质,我们知道矩阵的酉相似关系是一种等价关系. 研究线性变

换在一组适当标准正交基下的最简形式等价于研究酉相似的标准形. 下面我们将对规范变换

给出解答. 为此,我们先给出若干基本结论.

定理 5.4.15. 任一复方阵均酉相似于上三角阵.

证明. 设 A为 n阶复方阵,我们对 n用归纳法.

当 n = 1时,结论显然成立. 假设结论对 n−1阶复方阵成立,下证结论对 n阶方阵也成立.

设 λ1 是 A的特征值, x1 为对应的一个单位特征向量,即 Ax1 = λ1x1. 将 x1 扩充为 Cn 的一

组标准正交基 {x1,x2, . . . ,xn},则

A(x1,x2, . . . ,xn) = (x1,x2, . . . ,xn)

(
λ1 ∗
0 A1

)
,

其中 A1为 n−1阶复方阵. 令 P1 = (x1,x2, . . . ,xn),则 P1为酉方阵,且 P−1
1 AP1 =

(
λ1 ∗
0 A1

)
.

由归纳假设,存在酉方阵 P2使得 P−1
2 A1P2 = A2为上三角阵. 令 P = P1diag(1,P2),则 P为酉

方阵,且

P−1AP =

(
λ1 ∗
0 A2

)
.

即 A酉相似于上三角阵.

引理 5.4.16. 设 A为复规范方阵, B与 A酉相似,则 B也为复规范方阵.

证明. 存在酉方阵U 使得 B =U−1AU =U∗AU ,于是

B∗B = (U∗A∗U)(U∗AU) =U∗A∗AU, BB∗ = (U∗AU)U∗A∗U =U∗AA∗U.

由于 A为规范方阵,故 BB∗ = B∗B,因此 B为复规范方阵.

引理 5.4.17. 上三角规范方阵都是对角阵.

证明. 设 A是上三角规范方阵. 我们对 A的阶数 n进行归纳.

当 n = 1时结论显然成立. 假设结论对 n−1成立,下证结论对 n成立.

设 A =

(
a11 c
0 A1

)
,其中 A1为 n−1阶上三角阵, c为 n−1维行向量. 容易验证

AA∗ =

(
|a11|2 + cc∗ cA∗1

A1c∗ A1A∗1

)
, A∗A =

(
|a11|2 a∗11c
a11c∗ c∗c+A∗1A1

)
.

由 AA∗ = A∗A得 cc∗ = 0,从而 c = 0. 故 A = diag(a11,A1),且 A1 为规范方阵.

由归纳假设, A1为对角阵,从而 A也是对角阵.
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定理 5.4.18. 设 A为 n阶复方阵.则 A为规范方阵当且仅当 A酉相似于对角阵 diag(λ1,λ2, . . . ,λn),

这里 λ1,λ2, . . . ,λn为 A的 n个特征值.

证明. 充分性. 设存在酉方阵U 使得 A =Udiag(λ1,λ2, . . . ,λn)U∗,则

AA∗ = A∗A =Udiag(|λ1|2, |λ2|2, . . . , |λn|2)U∗.

故 A为规范方阵.

必要性. 设 A为规范方阵,则 A酉相似于上三角阵 Ã. 由引理 5.4.16, Ã为规范方阵. 再由引

理 5.4.17, Ã为对角阵. 即 A酉相似于对角阵,对角元就是 A的特征值.

由上述定理,下面的推论是显然的.

推论 5.4.19. 设 A为酉方阵,则 A酉相似于 diag(eiθ1 ,eiθ2 , . . . ,eiθn),其中 θi ∈ R (i = 1,2, . . . ,n).

推论 5.4.20. 设 A为 Hermite阵. 则 A酉相似于实对角阵 diag(λ1,λ2, . . . ,λn).

推论 5.4.21. 设 A 为反 Hermite 阵, 则 A 酉相似于 diag(ib1, . . . , ibr,On−r), 其中 r = rank(A),

bi (i = 1,2, . . . ,r)为非零实数.

推论 5.4.22. 设 A为 Hermite阵,则 A共轭相合于 diag(Ip,−Iq,On−r),其中 r = rank(A) = p+q.

定理 5.4.18用几何语言可等价地表述为

定理 5.4.23. 设 A 为酉空间 V 上的规范变换,则存在 V 的一组标准正交基 M,使得 A 在 M下

的矩阵为对角阵.

接下来我们给出复形式的 Schur不等式.

定理 5.4.24 (Schur不等式). 设 A为 n阶复方阵,其特征值为 λ1,λ2, . . . ,λn. 则 Tr(AA∗)≥
n
∑

i=1
|λi|2,

且等号成立当且仅当 A为规范方阵.

证明. 存在酉方阵U 使得 A =UÃU−1,其中 Ã为上三角方阵. 则

Tr(AA∗) = Tr(ÃÃ∗) =
n

∑
i=1
|λi|2 +σ ≥

n

∑
i=1
|λi|2,

其中 σ 为 Ã的非对角元的模长的平方和. 显然上述不等式等号成立当且仅当 σ = 0,当且仅当

Ã为对角阵,当且仅当 A为规范方阵.

最后我们给出几个例子.

例 5.4.2. 给定 H =


0 −i 1

i 0 i

1 −i 0

,求酉方阵U,使U−1HU 为对角阵.

证明. H 的特征多项式为 φH(x) = (x+1)2(x−2),因此 H 有特征值 λ1 = 2, λ2 = λ3 =−1.

对特征值 λ1 = 2,求得对应的特征向量 x1 = (1, i,1)T .

对特征值 λ2 = λ3 =−1,求得对应的特征向量为 x2 = (0,1, i)T , x3 = (−1,0,1)T .

将 x1,x2,x3 单位正交化得

x̃1 =
1√
3
(1, i,1)T , x̃2 =

1√
2
(0,1, i)T , x̃3 =

1√
6
(−2, i,1).

令U = (x̃1, x̃2, x̃3),则U−1AU = diag(2,−1,−1).
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例 5.4.3. 设 V 是酉空间, A 是 V 上的线性变换. 证明下列两条件等价:

(1) A 是规范变换;

(2) 若 α ∈V 是 A 关于特征值 λ 的特征向量,则它一定是 A ∗关于特征值 λ̄ 的特征向量.

证明. (1) ⇒ (2). 由于 A 是规范变换, A −λI 也是规范变换,且 (A −λI )∗ = A ∗− λ̄I . 若

α 是 A 关于特征值 λ 的特征向量, 则 (A −λI )α = 0. 根据定理 5.4.14, 则 |(A ∗− λ̄I )α| =
|(A −λI )α|= 0,故 (A ∗− λ̄I )α = 0,即 α 是 A ∗关于特征值 λ̄ 的特征向量.

(2) ⇒ (1). 设 {α1, · · · ,αn} 是 V 的标准正交基使得 A 在此基下的矩阵是上三角阵 A =

(ai j),并记 aii = λi. 因为 α1 是 A 关于特征值 λ1 的特征向量,所以它是 A ∗ 关于特征值 λ̄ 的特
征向量,这说明 a1 j = 0对所有 2 ≤ j ≤ n成立,从而 α2 是 A 关于特征值 λ2 的特征向量. 依次

类推,即得 α1, · · · ,αn均为 A 的特征向量,即 A是对角阵因此是规范阵,故 A 是规范变换.

例 5.4.4. 证明: 复规范方阵 A的不同特征值对应的特征向量彼此正交.

证明. 设 λ1, . . . ,λs 为 A的不同特征值,重数分别为 n1, . . . ,ns. 则存在酉方阵 U = (x1, . . . ,xn)使

得

U∗AU = diag(λ1In1 ,λ2In2 , . . . ,λsIns).

记 t0 = 0, t j = n1 +n2 + . . .+n j, j = 1,2, . . . ,s. 则 λi的特征子空间为

Vλi = 〈xti−1+1,xti−1+2, . . . ,xti〉.

故 Vλi ⊥Vλ j (i 6= j),即不同特征值对应特征向量彼此正交.

例 5.4.5. 证明: 复方阵 A为规范方阵当且仅当存在多项式 f (x) ∈ C[x]使得 A∗ = f (A).

证明. 充分性显然. 下证必要性.

由于 A为规范方阵,故存在酉方阵U 使得

A =Udiag(λ1In1 , . . . ,λsIns)U
∗,

这里 λi 6= λ j (i 6= j). 于是

A∗ =Udiag(λ̄1In1 , . . . , λ̄sIns)U
∗.

另一方面,对任意多项式 f (x) ∈ C[x],

f (A) =Udiag( f (λ1)In1 , . . . , f (λs)Ins)U
∗.

故 A∗ = f (A) ⇐⇒ f (λi) = λ̄i 对所有 i = 1, . . . ,s 成立. 由于 λi (i = 1, . . . ,s) 互不相等, 根据

Lagrange插值公式,这样的 f 是存在的.

习题 5.4

习题 1. 试求出所有 1阶酉矩阵.
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习题 2. 证明: 2阶酉矩阵均可以表示为如下形式:(
z1 0

0 z2

)(
cosθ sinθ
−sinθ cosθ

)(
z3 0

0 z4

)
,

其中 θ ∈ R, zi ∈C, |zi|= 1 (i = 1,2,3,4).

习题 3. 证明酉空间里的极化恒等式 (5.30).

习题 4. 记复方阵U = A+ iB,其中 A, B是实方阵. 求证: U 是酉方阵的充分必要条件是 AT B是

实对称阵且 AT A+BT B = I.

习题 5. 证明定理 5.4.3.

习题 6. 证明 n阶复矩阵 A是酉阵当且仅当对所有单位向量 x ∈ Cn, |Ax|= 1.

习题 7. 在复线性空间 V = Cm×n上定义函数 (X ,Y ) = Tr(X∗Y ). 求证:

(1) f 是内积, V 在此内积下构成酉空间;

(2) 如果 P, Q分别是 m阶和 n阶酉方阵,则 V 上的线性变换 X 7→ PXQ是酉变换.

习题 8. 对于复方阵 X = A+ iB,其中 A,B是实方阵,令

ρ(X) =

(
A B

−B A

)
.

证明: 映射 ρ : Cn×n→ R2n×2n是单射,满足条件

ρ(X +Y ) = ρ(X)+ρ(Y ), ρ(XY ) = ρ(X)ρ(Y ), ρ(X∗) = ρ(X)T ,

且 X 是复可逆阵 (复规范阵,酉阵, Hermite阵,反 Hermite阵)当且仅当 ρ(X)是实可逆阵 (实规

范阵,正交阵,对称阵,反对称阵).

习题 9. 移到后一节: 设 n阶复方阵 A = SU,其中 S是半正定 Hermite方阵, U 是酉方阵. 证明：

A是规范方阵当且仅当 A =US．

习题 10. 证明定理 5.4.14.

习题 11. 设 H 是 n阶 Hermite方阵. 证明:

(1) In± iH 是可逆阵;

(2) U = (In + iH)(In− iH)−1是酉矩阵.

习题 12. 设U 是 n阶酉方阵. 证明:

(1) 若 −1不是U 的特征值,则 In +U 可逆,若 1不是U 的特征值,则 In−U 可逆.

(2) 若 −1不是U 的特征值,则 H = (In−U)(In +U)−1 是反 Hermite阵.
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5.5 正定方阵及应用

5.5.1 正定和半正定矩阵的等价叙述

正定方阵是矩阵相合分类下十分重要的一类方阵. 我们先简单回顾一下矩阵相合的规范

型及正定方阵的基本性质与结论.

设 A为 n阶实对称方阵,则存在可逆方阵 P使得

PT AP = diag(Ip, −Iq, On−r),

其中 p, q分别称为 A的正、负惯性指数. 若 p = n,则称 A为正定方阵,即正定方阵相合于单位

阵,记为 A > 0. 若 q = 0,则称 A为半正定方阵,记为 A ≥ 0. 等价地, A正定 (半正定)当且仅当

对任意 0 6= x ∈ Rn, xT Ax > 0 (≥ 0). 关于正定与半正定方阵,有以下等价说法.

定理 5.5.1. 设 A为 n阶实对称方阵,则下列条件等价:

(1) A > 0.

(2) A的特征值均为正.

(3) 存在实对称正定方阵 B,使得 A = B2.

(4) 存在可逆方阵 P,使得 A = PT P.

(5) A的所有主子式为正.

(6) A的所有顺序主子式为正.

证明. (1), (2), (4), (6)的等价性在《线性代数 I》中已证明. 下面我们证明 (3), (5)与它们的等价

性.

(2)⇒ (3). 存在正交方阵 P满足

A = Pdiag(λ1,λ2, . . . ,λn)PT ,

其中 λi > 0, i = 1,2, . . . ,n为 A的特征值. 令

B = Pdiag(
√

λ1,
√

λ2, . . . ,
√

λn)PT ,

则 B正定,且 A = B2.

(3)⇒ (4). 显然,因为正定阵可逆.

(4)⇒ (5)设 A = PT P,其中 P可逆. 则对固定 1≤ i1 < .. . < ir ≤ n,下个方程全修改

det A

[
i1, . . . , ir
i1, . . . , ir

]
= ∑

1≤ j1<···< jr≤n
det PT

[
i1, . . . , ir
j1, . . . , jr

]
det P

[
j1, . . . , jr
i1, . . . , ir

]

= ∑
1≤ j1<···< jr≤n

det P

[
j1, . . . , jr
i1, . . . , ir

]2

≥ 0.
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上式等号成立当且仅当对所有 1≤ j1 < .. . < jr ≤ n,

det P

[
j1, . . . , jr
i1, . . . , ir

]
= 0.

若上式成立,将 detP按照 i1, . . . , ir 列展开即得 detP = 0,这与 P可逆矛盾! 因此, A的各阶主子

式不能为零,即都大于零.

(5)⇒ (6). 显然. 这样就得到 (3), (5)与 (1), (2), (4), (6)等价.

对半正定方阵有类似结果.

定理 5.5.2. 设 A为 n阶实对称矩阵,则下列条件等价:

(1) A≥ 0.

(2) A的特征值均非负.

(3) 存在 B≥ 0使得 A = B2.

(4) 存在方阵 P使得 A = PT P.

(5) A的所有主子式均非负.

(6) A的 k (1≤ k ≤ n)阶主子式之和均非负.

证明. 除了 (6),其它命题的等价性证明与定理 5.5.1一样. (5)⇒ (6)显然,故只要证 (6)⇒ (2).

记 σk 为 A的所有 k阶主子式之和,则 σk ≥ 0 (1≤ k ≤ n). 我们知道 A的特征多项式 (参见

第三章 § 3.5习题 8)

φA(x) = xn−σ1xn−1 + . . .+(−1)n−1σn−1x+(−1)nσn.

只要证明 A的特征值, 也就是 φA(x)的零点均非负即可. 假设 φA(x)存在零点 λ0 < 0. 记 λ0 =

−µ0,则 µ0 > 0. 我们有

0 = (−1)nφA(λ0) = (−1)nφA(−µ0) = µn
0 +σ1µn−1

0 + . . .+σn−1µ0 +σn > 0.

矛盾! 故 A的特征值均非负.

注记. 由 A的所有顺序主子式都非负并不能推出 A半正定,请读者自己举例说明.

定理 5.5.3. 设 A为实对称半正定方阵,则存在唯一的半正定方阵 B使得 A = B2,并且与 A乘法

可交换的矩阵与 B也乘法可交换. 称 B为 A的平方根,记为
√

A.

证明. 首先证明定理在对角阵情形的特殊情况:

断言. 设 D = diag(λ1, · · · ,λn)≥ 0, ∆ = diag(
√

λ1, . . . ,
√

λn). 若CD = DC,则C∆ = ∆C.

断言的证明. 记 C = (ci j). 条件 CD = DC 即是说对任意 1 ≤ i, j ≤ n, λici j = λ jci j, 故
√

λici j =√
λ jci j,即C∆ = ∆C.
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回到定理的证明. 设 A 的特征值为 λ1, · · · ,λn ≥ 0. 若 B ≥ 0 且 A = B2, 则 B 的特征值为
√

λ1, · · · ,
√

λn. 记 D与 ∆如前所示. 若 B2
1 = B2

2 = A且 B1,B2 ≥ 0,则存在正交矩阵 P1,P2使得

B1 = PT
1 ∆P1, B2 = PT

2 ∆P2.

故 A = PT
1 DP1 = PT

2 DP2,这说明 (P2PT
1 )D = D(P2PT

1 ). 根据断言,即得

(P2PT
1 )∆ = ∆(P2PT

1 ) ⇐⇒ PT
1 ∆P1 = PT

2 ∆P2,

即 B1 = B2,也就是满足 A = B2 的半正定方阵 B唯一.

下设方阵 C 与 A 乘法可交换, 即 CA = AC. 设 B =
√

A = PT ∆P, 其中 P 是正交阵, 则

A = B2 = PT DP. 故

AC =CA ⇐⇒ (PT DP)C =C(PT DP) ⇐⇒ D(PCPT ) = (PCPT )D.

根据断言,即得

∆(PCPT ) = (PCPT )∆ ⇐⇒ (PT ∆P)C =C(PT ∆P),

即CB = BC. 定理证毕.

5.5.2 正交相抵和奇异值分解

利用正定方阵的性质可以研究矩阵的正交相抵标准形问题.

定义 5.5.1. 设 A,B ∈ Rm×n,若存在 m阶正交方阵 P以及 n阶正交方阵 Q使得 B = PAQ,则称 A

与 B正交相抵.

正交相抵是一种等价关系. 下面我们研究任意实矩阵在正交相抵下的标准形与不变量问

题. 这个问题实际上就是所谓的矩阵的奇异值分解.

定义 5.5.2. 设矩阵 A ∈ Rm×n, AT A 的非零特征值为 λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λr > 0. 称 σi =
√

λi, i =

1,2, . . . ,r为矩阵 A的奇异值.

定理 5.5.4 (实矩阵的奇异值分解, SVD). 设矩阵 A ∈ Rm×n 的奇异值为 σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr >

0. 则存在 m 阶正交方阵 P 及 n 阶正交方阵 Q, 使得 A 有下述 奇异值分解 (singular value

decomposition)

A = P

(
D O
O O

)
m×n

Q, (5.34)

其中 D = diag(σ1, . . . ,σr),且 A的所有奇异值为 A在正交相抵下的全系不变量.

证明. 我们在《线性代数 I》已证矩阵的奇异值分解,此处复述一下证明.

由于 AT A是半正定对称阵,故存在 n阶正交阵 Q使得

AT A = QT diag(λ1, · · · ,λn)Q, λ1 ≥ ·· · ≥ λr > λr+1 = · · ·= 0.

设 AQT = (α1, · · · ,αn). 则上式说明:
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(1) |αi|=
√

(αi,αi) = σi对所有 i≤ r成立;

(2) |αi|2 = (αi,αi) = 0从而 αi = 0对所有 i > r成立;

(3) 若 i 6= j,则 (αi,α j) = 0故二者正交.

令 εi =
αi

σi
(i ≤ r),则 {ε1, · · · ,εr}是 Rm 中两两正交的单位向量,将它扩充为 Rm 的标准正交基

{ε1, · · · ,εm},并令 P = (ε1, · · · ,εm). 则 P是 m阶正交阵,且

AQT = P

(
D O
O O

)
=⇒ A = P

(
D O
O O

)
Q,

即奇异值分解存在.

下证奇异值的正交相抵不变性.

设 A,B正交相抵,即存在正交方阵 P,Q使得 B = PAQ,于是 BT B = QT AT AQ,即 BT B与 AT A

正交相似,从而它们有相同的特征值,进而矩阵 A,B有相同的奇异值.

反之,设同阶矩阵 A,B具有相同的奇异值 σ1 ≥ σ2 ≥ . . .σr > 0. 则 A,B都正交相抵于相同

的标准形

(
D O
O O

)
,因此 A, B正交相抵.

上述证明实际上给出了求实矩阵的奇异值分解的算法:

算法 5.5.5 (奇异阵分解). 给定实矩阵 A,求 A的奇异值分解:

(1) 计算 AT A,求正交阵 Q使得 A = QT diag(λ1, · · · ,λr,0, · · · ,0)Q.

(2) 将 AQT 写为 (α1, · · · ,αr,0, · · · ,0),对 i = 1, · · · ,r,令 εi =
αi

σi
. 将 {ε1, · · · ,εr}扩充为 Rm 的

标准正交基 {ε1, · · · ,εm},令 P = (ε1, · · · ,εm). 则 A = P

(
D O
O O

)
Q.

利用矩阵的奇异值分解可以得到矩阵的极分解 (polar decomposition).

定理 5.5.6 (实方阵的极分解). 设 A为实方阵. 则 A可以分解为一个半正定方阵 S及一个正交方

阵 O的乘积,即 A = SO,此时 S =
√

AAT 由 A唯一确定 (或 A = OS,此时 S必等于
√

AT A).

证明. 先证存在性. 存在正交方阵 P,Q使得 A = PΛQ,其中

Λ = diag(σ1,σ2, . . . ,σr,0, . . . ,0)

为 A的正交相抵标准形. 令 S = PΛPT , O = PQ,则 A = SO,且 S半正定, O为正交方阵.

再证唯一性. 若 A = SO,则 AAT = SOOT ST = S2,故 S =
√

AAT .

矩阵的奇异值有如下性质:

定理 5.5.7. 设 A = (ai j) ∈ Rm×n, rank(A) = r. 设 A的奇异值为 σ1 ≥ ·· · ≥ σr > 0. 则

(1) ||A||F =
√

∑
i, j

a2
i j =

√
σ2

1 + · · ·+σ2
r .
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(2) σ1 = max
|x|=1
|Ax|.

(3) 若 A列满秩即 r = n,则 σn = min
|x|=1
|Ax|.

证明. 设 A的奇异值分解为 A = P

(
D O
O O

)
Q,其中 P,Q是正交阵, D = diag(σ1, . . . ,σr). 则

(1)由于 AT A = QT

(
D2 O
O O

)
Q,故

∑
i, j

a2
i j = Tr(AT A) = Tr(D2) =

r

∑
i=1

σ2
i .

(2)若 x是单位向量,则 y = Qx还是单位向量,故

max
|x|=1
|Ax|= max

|x|=1

√
xT AT Ax = max

|y|=1

√√√√yT

(
D2 O
O O

)
y = σ1.

(3)此时 r = n, AT A = QT D2Q = QT diag(σ1
1 , · · · ,σ2

n )Q,故

min
|x|=1
|Ax|= min

|x|=1

√
xT AT Ax = min

|y|=1

√
yT D2y = σn.

5.5.3 复正定矩阵和复矩阵的奇异值分解

接下来,我们将正定方阵及实矩阵奇异值分解的结论推广到复矩阵情形.

定理 5.5.8. 设 H 为 Hermite阵,则下列条件等价:

(1) H > 0.

(2) H 的特征值均为正.

(3) 存在唯一的正定 Hermite阵 H̃ 使 H = H̃2,称 H̃ 为 H 的平方根,记为 H̃ =
√

H.

(4) 存在可逆复方阵 P使得 H = P∗P.

(5) H 的所有主子式为正.

(6) H 的顺序主子式均为正.

定理 5.5.9. 设 H 为 n阶 Hermite阵,则下列条件等价:

(1) H ≥ 0.

(2) H 的特征值均非负.

(3) 存在唯一的半正定 Hermite阵 H̃ 使 H = H̃2,称 H̃ 为 H 的平方根,记为 H̃ =
√

H.

(4) 存在复方阵 P使得 H = P∗P.

(5) H 的所有主子式非负.
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(6) 对 k = 1, . . . ,n, H 的 k阶主子式之和非负.

定义 5.5.3. 设 A,B ∈ Cm×n,若存在 m阶酉方阵 U 及 n阶酉方阵 V 使得 B = UAV ,则称 A与 B

酉相抵.

定义 5.5.4. 设 A为复矩阵,称 A∗A的所有非零特征值的平方根为 A的奇异值.

定理 5.5.10 (复矩阵的奇异值分解, SVD). 设 m×n阶复矩阵 A的奇异值为 σ1 ≥ ·· · ≥ σr > 0,则

A酉相抵于

(
D O
O O

)
,即存在 m阶酉方阵U 及 n阶酉方阵 V 使得

A =U

(
D O
O O

)
V, (5.35)

其中 D = diag(σ1, . . . ,σr). 称上式为矩阵 A的奇异值分解.

定理 5.5.11 (复方阵的极分解, PD). 设 A为复方阵. 则 A可以分解为一个半正定 Hermite方阵 H

及一个酉方阵 U 的乘积,即 A = HU,此时 H =
√

AA∗ 由 A唯一确定 (或 A =UH,此时 H 必等

于
√

A∗A).

同样,感兴趣的读者可以写出复矩阵奇异值分解的算法和定理 5.5.7在复矩阵情形的类比.

5.5.4 Moore-Penrose广义逆与最小二乘解

下面我们给出矩阵奇异值分解的两个重要应用.

定义 5.5.5. 设 A是复矩阵. 若矩阵 X 满足条件

AXA = A, XAX = X , (AX)∗ = AX , (XA)∗ = XA,

则称它为 A的Moore- Penrose广义逆,记为 A+.

定理 5.5.12. 复矩阵 A ∈ Cm×n 的 Moore-Penrose 广义逆 A+ ∈ Cn×m 存在且唯一. 具体地说, 若

A =U

(
D O
O O

)
m×n

V 是 A的奇异值分解,其中 D = diag(σ1, · · · ,σm), σ1 ⩾ σ2 ⩾ · · · ⩾ σr > 0,则

A+ =V ∗
(

D−1 O
O O

)
n×m

U∗.

证明. 存在性可以直接验证. 下证唯一性.

证法 1. 设 X1,X2 均为 A的Moore-Penrose广义逆,则

X1 = X1AX1 = X1AX2AX1 = X1 (AX2)
∗ (AX1)

∗

= X1 (AX1AX2)
∗ = X1 (AX2)

∗ = X1AX2

= X1AX2AX2 = (X1A)∗ (X2A)∗X2 = (X2AX1A)∗X2

= (X2A)∗X2 = X2AX2 = X2.
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证法 2. 设 X =V ∗
(

X1 X2

X3 X4

)
U∗是 A的一个Moore-Penrose广义逆. 由 AXA = A及 XAX = X 得

(
D O
O O

)(
X1 X2

X3 X4

)(
D O
O O

)
=

(
D O
O O

)
,

(
X1 X2

X3 X4

)(
D O
O O

)(
X1 X2

X3 X4

)
=

(
X1 X2

X3 X4

)
,

这说明 X1 = D−1, X4 = X3DX2. 由 (AX)∗ = AX 知 X2 = O,由 (XA)∗ = XA知 X3 = O,从而 X4 = O.

故广义逆 X =V ∗
(

D−1 O
O O

)
U∗是唯一确定的.

定义 5.5.6. 设 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. 线性方程组 Ax = b的最小二乘解,即 x ∈ Rn 使得 |Ax−b|达
到最小.

定理 5.5.13. 线性方程组 Ax = b 的最小二乘解总存在, 且长度最短的最小二乘解唯一, 它就是

A+b,称为方程组的最小最小二乘解.

证明. 设 A的奇异值分解为 A = P

(
D O
O O

)
Q,其中 P,Q是正交阵, D = diag(σ1, . . . ,σr). 故

|Ax−b|= |P−1(Ax−b)|=

∣∣∣∣∣
(

D O
O O

)
Qx−P−1b

∣∣∣∣∣ .
记 Qx =

(
y1

y2

)
, P−1b =

(
c1

c2

)
,其中 y1,c1 ∈Rr. 则 Ax−b =

(
Dy1− c1

−c2

)
. 当 Dy1 = c1时, |Ax−b|

达到最小,故 Ax = b的所有最小二乘解为

x = Q−1

(
D−1c1

y2

)
, 其中 y2 ∈ Rn−r 是自由参数. (5.36)

在这些解中,当 y2 = 0时, |x|最小,此时

x = Q−1

(
D−1c1

0

)
= Q−1

(
D−1 O
O O

)
P−1b = A+b.

注记. 当然,对复系数线性方程组也可以定义其最小二乘解,并证明相应结果.

5.5.5 更多例子

本节最后我们给出正定方阵应用的更多例子.

例 5.5.1. 设 A为 n阶实对称正定方阵. 证明: 对任意 x, y ∈ Rn,

xT Ax+yT A−1y≥ 2xT y.

等号何时成立?
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证法 1. 存在正交阵 P使得 A = PT ΛP,其中

Λ = diag(λ1, . . . ,λn), λi > 0, i = 1, . . . ,n.

则 A−1 = PT Λ−1P. 记 Px = (x1, . . . ,xn)
T , Py = (y1, . . . ,yn)

T ,则

xT Ax+yT A−1y = (Px)T Λ(Px)+(Py)Λ−1(Py)

=
n

∑
i=1

λix2
i +

n

∑
i=1

λ−1
i y2

i =
n

∑
i=1

(λix2
i +λ−1

i y2
i )

≥ 2
n

∑
i=1

xiyi = 2(Px)T (Py) = 2xT y.

等号成立当且仅当 λixi = yi (i = 1, . . . ,n),即 ΛPx = Py,这等价于 Ax = y.

证法 2. 令 y = Az. 则

xT Ax+yT A−1y−2xT y = (x− z)T A(x− z).

故由 A的正定性立得不等式和等号成立的充要条件.

例 5.5.2. 设 A, B为同阶实对称方阵,且 A正定. 证明: A与 B同时相合于对角阵.

证明. 存在可逆矩阵 P1 使得 PT
1 AP1 = I. 令 B1 = PT

1 BP1,显然 B1 对称,于是存在正交矩阵 P2 使

得 PT
2 B1P2 = Λ, Λ为对角阵. 令 P = P1P2,则

PT AP = PT
2 PT

1 AP1P2 = I, PT BP = PT
2 PT

1 BP1P2 = Λ.

即矩阵 P同时将 A,B相合于对角阵. 注意证明的关键是正定方阵相合于单位阵.

例 5.5.3. 设 A = (ai j)为 n阶实对称正定方阵. 证明: det(A) ≤ a11a22 · · ·ann, 且等式成立当且仅

当 A为对角阵.

证明. 对 n 用归纳法. 当 n = 1 时结论显然成立. 假设结论对 n− 1 阶正定方阵成立. 对 n 阶

正定方阵 A, 令 A =

(
A1 β T

β ann

)
, 其中 A1 为 n− 1 阶实对称正定方阵, β 为 n− 1 维列向量. 令

P =

(
In−1 0
−βA−1

1 1

)
,则

PAPT =

(
A1 0
0 a

)
, 其中 a = ann−βA−1

1 β T .

由于 A−1
1 > 0, 显然有 a ≤ ann. 另一方面, 对上式两边取行列式有 det(A) = det(A1) · a > 0, 故

a > 0. 故由归纳假设

det A = det A1 ·a≤ a11a22 · · ·ann.

上式等号成立当且仅当 β = 0且 A1 为对角阵,即 A是对角阵.
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例 5.5.4 (Hadamard不等式). 设 A = (ai j)n×n为 n阶实方阵. 则

|det A| ≤
n

∏
i=1

√
n

∑
k=1

a2
ki. (5.37)

当 A可逆时,等号成立当且仅当 A的列向量两两正交.

证明. 若 A 不可逆, 则结论显然成立. 下设 A 可逆, 令 B = AT A = (bi j)n×n, 则 B 正定, 且 bii =
n
∑

k=1
a2

ki. 于是由例 5.5.3的结论有

(det A)2 = detB≤ b11b22 . . .bnn ≤
n

∏
i=1

n

∑
k=1

a2
ki.

上式两边开平方根即得不等式,且此时等号成立当且仅当 A的列向量两两正交.

注记. Hadamard不等式有明显的几何意义. 我们以 n = 3的情形来说明. 注意 bii 是 A的第 i列

向量的模长平方,因此不等式表示的是平行六面体的体积不超过三棱边边长之积.

例 5.5.5. 设 A, B为同阶实对称方阵,且 A > B > 0,即 A > 0, B > 0, A−B > 0.证明: det A > det B.

证明. 存在可逆方阵 P使得 PT AP = I. 令 PT BP = B1,则 B1 > 0且由 A−B > 0得 I−B1 > 0. 由

此知, B1的特征值 λi ∈ (0,1), i = 1,2, . . . ,n. 于是 0 < detB1 < 1,进而由

det(P)2 det(B) = det(B1)< 1, det(P)2 det(A) = 1

知 det(B)< det(A). 当然本题可由例 5.5.2的结果直接得出.

例 5.5.6. 设 A为实方阵,证明: Tr(A)≤ Tr(
√

AAT ),且等号成立当且仅当 A≥ 0.

证明. 设 A的奇异值为 σ1, . . . ,σr,则存在正交阵 P, Q使得 A=PΛQ,其中Λ= diag(σ1, . . . ,σr,0, . . . ,0).

记 R = QP = (Ri j),则

Tr(A) = Tr(PΛRPT ) = Tr(ΛR) =
r

∑
i=1

σiRii.

由于 R为正交矩阵,故

Tr(A)≤
r

∑
i=1

σi = Tr(
√

AAT ).

等号成立当且仅当

r

∑
i=1

σiRii =
r

∑
i=1

σi ⇐⇒ Rii = 1, i = 1, . . . ,r ⇐⇒ R =

(
Ir O
O R2

)
.

此时 ΛR = Λ,故 A = PΛRPT = PΛPT ≥ 0.

反之,若 A≥ 0,则 A =
√

AAT ,所以等号成立.

例 5.5.7. 设 A为 Hermite阵且 rank(A) = r,则 (Tr(A))2 ≤ rTr(A2).
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证明. 存在酉方阵U 使得

A =Udiag(λ1, . . . ,λr,0, . . . ,0)U−1,

其中 λi ∈ R, i = 1,2, . . . ,r为 A的非零特征值. 由于

A2 =Udiag(λ 2
1 , . . . ,λ 2

r ,0, . . . ,0)U
−1,

故原不等式等价于

(λ1 +λ2 + · · ·+λr)
2 ≤ r(λ 2

1 +λ 2
2 + · · ·+λ 2

r ).

而这是显然成立的.

例 5.5.8. 设H1, H2为同阶Hermite矩阵且H1 > 0.证明: H−1
1 H2的特征值均为实数,且H1+H2 >

0当且仅当且 H−1
1 H2 的特征值都大于 −1.

证明. 设 H−1H2 的特征值为 λ1, . . . ,λn. 注意到

H−
1
2

1 H2H−
1
2

1 = H
1
2

1 (H
−1
1 H2)H

− 1
2

1 ,

即 H−1H2 与 Hermite阵 H−
1
2

1 H2H−
1
2

1 相似,所以它们的特征值相同,且均为实数. 于是

H1 +H2 = H
1
2

1 (I +H−
1
2

1 H2H−
1
2

1 )H
1
2

1 > 0⇔ I +H−
1
2

1 H2H−
1
2

1 > 0

⇔ 1+λi > 0, i = 1, . . . ,n⇔ λi >−1, i = 1, . . . ,n.

例 5.5.9. 设 A,B为 n阶实方阵,且 H = A+ iB为正定的 Hermite阵. 证明: detA≥ detH,且等号

成立当且仅当 B = O.

证明. 首先由 H 是 Hermite阵知, H∗ = AT − iBT = A+ iB = H. 从而 AT = A, BT = −B,即 A为

对称阵, B为反对称阵.

再由 H > 0知,对任意 0 6= x ∈ Rn, x∗Hx = xT Ax > 0,从而 A正定. 于是存在可逆实方阵 P

使得 PT AP = I. 令 B̃ = PT BP,则 B̃仍然是反对称实方阵,故存在正交阵 Q使得

QT B̃Q = diag

((
0 b1

−b1 0

)
,

(
0 b2

−b2 0

)
, . . . ,

(
0 bs

−bs 0

)
,0, . . . ,0

)
,

其中 bi ∈ R, i = 1, . . . ,s. 于是

(PQ)T H(PQ) = diag

((
1 ib1

−ib1 1

)
,

(
1 ib2

−ib2 1

)
, . . . ,

(
1 ibs

−ibs 1

)
,1, . . . ,1

)
.

上式两边取行列式得

(det P)2 det H = (1−b2
1) · · ·(1−b2

s )≤ 1.

于是 det H ≤ 1
(det P)2 = det A,其中等号成立当且仅当 bi = 0, i = 1, . . . ,s,即 B = O.

习题 5.5
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习题 1. 设 H = (hi j)n×n 是正定 Hermite方阵. 证明: detH ≤ h11 · · ·hnn,且等号成立当且仅当 H

是对角阵.

习题 2. 设域 F 是复数域的子域, A与 B是 F 上同阶且同秩的对称方阵. 证明: 若存在方阵 P使

得 PT AP = B,则 A与 B相合.

习题 3. 设 A,B是同阶实对称半正定方阵. 证明: A与 B可以同时相合与对角阵.

习题 4. 设 H = (ai j)是 Hermite阵且 λ1 是它的最大特征值. 证明: 若 a11 = λ1,则对于 i 6= 1,有

ai1 = a1i = 0.

习题 5. 移自前一节: 设 n阶复方阵 A = SU,其中 S是半正定 Hermite方阵, U 是酉方阵. 证明：

A是规范方阵当且仅当 A =US．

习题 6. 设 A = (ai j)是半正定实矩阵且 aii = 0. 证明: ai j = a ji = 0对所有 j成立.

习题 7. 设 A是半正定 Hermite阵. 证明: 若 A的对角元全为 0,则 A是零矩阵.

习题 8. 给出矩阵 A =


3 4

4 5

0 0

一个奇异值分解.

习题 9. 设矩阵 A =


1 0 1 0

0 1 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 1

. 求 A的所有奇异值.

习题 10. 已知矩阵 A的奇异值分解为 A =UΣV T . 试求实对称矩阵

(
O AT

A O

)
的特征值.

习题 11. 证明或举反例: (AB)+ = B+A+.

习题 12. 证明: 实方阵 A的非零特征值和它的奇异值相同 (在考虑重数意义下)的充分必要条

件是 A≥ 0.

习题 13. 设 H1,H2 是 Hermite 方阵, H1 > 0 且 H1H2 是 Hermite 阵. 证明: H1H2 > 0 当且仅当

H2 > 0.

习题 14. 设 n阶实对称方阵 A = (ai j)满足条件 aii > ∑
j 6=i
|ai j| (1≤ i≤ n). 证明: A是正定矩阵.

5.6 欧几里得仿射空间及其变换

如果仿射空间关联的线性空间是欧氏空间,那么相应的仿射空间就是欧几里得仿射空间.

定义 5.6.1. 设 (E,V )是实数域 R上的仿射空间,若 V 是欧几里得向量空间,则称 E为欧几里得
仿射空间,简称欧氏仿射空间.
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Π

Π′

l

q′

qp

图 5.1: 两个相互垂直的平面

不同于一般仿射空间, 欧几里得仿射空间中有度量, 因此可以在其中定义长度、距离、夹

角、正交等概念.

定义 5.6.2. 设 p, q是欧几里得仿射空间 E中两点. 定义它们之间的距离 d(p,q)为向量 −→pq的
长度.

显然距离函数满足以下性质:

1. d(p,q)≥ 0,且等号成立当且仅当 p = q.

2. d(p,q) = d(q,p).

3. d(p,r)≤ d(p,q)+d(q,r).

定义 5.6.3. 设 Lpq与 Lp′q′ 是欧几里得仿射空间 E中的两条直线. 定义它们之间的夹角为

θ = arccos
(−→pq,
−−→
p′q′)

||−→pq|| · ||
−−→
p′q′||

. (5.38)

若夹角为 π/2,则称 Lpq 与 Lp′q′ 垂直.

一般地,两个平面的垂直定义如下.

定义 5.6.4. 设 Π = p+U 与 Π′ = p′+U ′ 是欧几里得仿射空间 (E,V ) 中的两个平面. 记 W =

U ∩U ′, W1 是W 在 U 中的正交补空间, W2 是W 在 U ′ 中的正交补空间. 若W1, W2 非零并且彼

此正交,则称 Π与 Π′垂直 (或正交).

我们用一个具体例子对上述定义做一点说明. 考察三维欧氏空间中两个平面 Π 与 Π′, 假
设 Π 与 Π′ 交于直线 l(如图 5.6所示). 上述定义的意思是, 对 l 上任一点 p, 在 Π 内与 l 垂直

的垂线 pq与在 Π′ 内与 l 垂直的垂线 pq′ 相互垂直, 则 Π与 Π′ 垂直. 那为何不直接定义两个

平面垂直当且仅当 U 与 U ′ 正交呢? 这是因为,若 U 与 U ′ 正交,则 dimU + dimU ′ ≤ dimV ,即

dimΠ+dimΠ′ ≤ dimE. 这一条件一般并不满足. 实际上,当该条件成立时,平面 Π与 Π′垂直等
价于对应的向量空间U 与U ′正交.
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定义 5.6.5. 欧几里得仿射空间 (E,V )中的坐标系 {o;e1, . . . ,en}称为直角坐标系,如果 {e1, . . . ,en}
是 V 的一组标准正交基.

设 p, q两点在直角坐标系下的坐标分别为 (x1,x2, . . . ,xn)与 (y1,y2, . . . ,yn). 则 p,q之间的
距离

d(p,q) =
√

(x1− y1)2 +(x2− y2)2 + . . .+(xn− yn)2. (5.39)

下面研究点到平面的距离.

定义 5.6.6. 设 p是欧几里得仿射空间 (E,V )中的点, Π = p0 +U , U ⊂V 是 E中的平面. 若存在

点 q ∈ Π使得 −→pq⊥U ,则称直线段 pq垂直于 Π,记为 pq⊥ Π. 称 q为点 p到 Π的垂足, pq是
p到 Π的垂线, d(p,q)为点 p到平面 Π的距离.

实际上, −→p0q是向量 −→p0p在 U 上的正交投影,因此由本章定理 5.1.8,垂足与垂线存在唯一.

垂线的长度 |pq|就是点 p到平面 Π的距离. 因此只需要由定理计算出垂足,即可算得点到平面

的距离.

接着研究平面之间的距离.

定义 5.6.7. 设 Π = p0 +U 与 Π′ = p0
′+U ′是欧几里得仿射空间 E中的两个平面. 若存在 p ∈Π

及 p′ ∈Π′使得 pp′ ⊥Π并且 pp′ ⊥Π′,则称 pp′为平面 Π与 Π′的公垂线.

命题 5.6.1. 欧几里得仿射空间中任意两平面之间的公垂线存在.

证明. 设 Π = p0 +U 与 Π′ = p0
′+U ′ 是欧几里得仿射空间 (E,V ) 中的两个平面. 存在 p ∈ Π

及 p′ ∈ Π′ 使得 pp′ ⊥ Π并且 pp′ ⊥ Π′ 等价于
−→
pp′ ⊥U ,

−→
pp′ ⊥U ′,即

−→
pp′ ∈ (U +U ′)⊥. 由于 V =

(U +U ′)⊕ (U +U ′)⊥,设
−−→
p0p′0 = v+v⊥,这里 v = u+u′ ∈U +U ′, u ∈U , u′ ∈U ′, v⊥ ∈ (U +U ′)⊥.

令 p = p0 +u ∈Π, p′ = p′0−u′ ∈Π′. 则

−→
pp′ =−−→p0p+

−−→
p0p′0 +

−−→
p′0p′ =−u+(u+u′)+v⊥−u′ = v⊥ ∈ (U +U ′)⊥.

即公垂线存在.

命题 5.6.2. 设 pp′ 为平面 Π = p0 +U 与 Π′ = p′0 +U ′ 的公垂线, q ∈ Π, q′ ∈ Π′. 则 d(p,p′) ≤
d(q,q′),即 |pp′|就是两平面 Π,Π′之间的距离.

证明. 设 q = p+u, q′ = p′+u′. 这里 u ∈U , u′ ∈U ′. 于是

−→
qq′ =

−→
pp′+u′−u.

由 (
−→
pp′,u) = 0与 (

−→
pp′,u′) = 0知 (

−→
pp′,u′−u) = 0. 再由勾股定理得,

d(q,q′)2 = ||
−→
qq′||2 = ||

−→
pp′||2 + ||u−u′||2 = d(p,p′)2 + ||u−u′||2 ≥ d(p,p′)2.

从而 d(p,p′)≤ d(q,q′).

上式等号成立当且仅当 u = u′ ∈U ∩U ′. 因此,公垂线唯一当且仅当U ∩U ′ = {0}.



5.6 欧几里得仿射空间及其变换 231

由命题 5.6的证明可知, 计算分解式
−−→
p0p′0 = v+ v⊥, 这里 v⊥ ∈ (U +U ′)⊥, v ∈ U +U ′ 是

−−→
p0p′0 在 U +U ′ 上的正交投影. 再计算分解 v = u+u′ ∈U +U ′, u ∈U , u′ ∈U ′. 令 p = p0 +u,

p′ = p′0−u′,则 pp′就是公垂线,其长度就是平面 Π与 Π′的距离.

接下来考察欧几里得仿射空间中的仿射变换. 平移、反射、关于某个点的旋转以及沿某个

轴向做伸缩都是仿射变换. 下面的定理表明,欧几里得仿射空间中的仿射变换是这些基本变换

的复合.

定理 5.6.3. 欧几里得仿射空间中的仿射变换可以分解为以下变换的复合: (1)平移, (2)反射, (3)

关于某个点的旋转, (4)以某个点为原点的直角坐标系中沿各轴向的伸缩.

证明. 取定欧氏空间 E中的直角坐标系 {o;e1, . . . ,en},则 E中的仿射变换公式为 f (x) = Ax+b.

由本章定理 5.5.6, A可以分解为 A = OH,其中 O为正交阵, H 为半正定方阵. 由推论 5.2.11,若

det(O) = 1,则 y = Ox是绕原点的旋转变换;若 det(O) =−1,则 y = Ox是绕原点的旋转变换及
关于某个平面的反射变换的复合. 而变换 y = Hx 是关于某个直角坐标系的各轴向的伸缩. 从

而定理结论成立.

仿射变换中有一类重要的变换---等距变换.

定义 5.6.8. 设 E是欧几里得仿射空间. 称变换 f : E 7→ E为等距变换或保距变换,如果对任意

p,q ∈ E,均有

d( f (p), f (q)) = d(p,q). (5.40)

下面的定理给出了等距变换的刻画.

定理 5.6.4. 设 (E,V )是欧几里得仿射空间. 则映射 f : E 7→ E是等距变换当且仅当 f 是仿射变

换,且 f 的线性部分是正交变换.

证明. 充分性. 设 o是 E中的固定点,

f (p) = f (o)+D f ·−→op,

其中 D f 是正交变换. 则

d( f (p), f (q)) = |
−−−−−−→
f (p) f (q)|= |D f ·−→pq|= |−→pq|= d(p,q).

必要性. 分四步完成.

1. 设 f : E 7→ E 是映射, o 是 E 中固定点. 令 v = −
−−−→
o f (o). 则 g = tv ◦ f 仍是等距变换, 且

g(o) = o. 因此,下面只需证明 g为仿射变换,且其线性部分为正交变换.

2. 令 h是 V 上的如下变换:

h : v 7→
−−−−−−→
og(o+v).

则 h满足以下性质:

h(0) = 0, ||h(x)−h(y)||= ||x−y||.

实际上, ||h(x)−h(y)||= d(g(o+x),g(o+y)) = d(o+x,o+y) = ||x−y||.从而 ||h(x)||= ||x||.
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3. 映射 h保内积. 实际上由 h的性质 ||x−y||2 = ||h(x)−h(y)||2得

||x||2−2(x,y)+ ||y||2 = ||h(x)||2−2(h(x),h(y))+ ||h(y)||2,

于是 (h(x),h(y)) = (x,y).

4. h是线性的. 设 z = x+y,由 ||z−x−y||2 = 0得

||z||2 + ||x||2 + ||y||2−2(x,z)−2(y,z)+2(x,y) = 0.

由 h保内积的性质有

||h(z)−h(x)−h(y)||2 = ||h(z)||2 + ||h(x)||2 + ||h(y)||2

−2(h(x),h(z))−2(h(y),h(z))+2(h(x),h(y))

= ||z||2 + ||x||2 + ||y||2−2(x,z)−2(y,z)+2(x,y) = 0.

于是 h(z) = h(x)+h(y),即 h保加法.

另一方面,

||h(λx)−λh(x)||2 = ||h(λx)||2−2(h(λx),λh(x))+ ||λh(x)||2

= ||λx||2−2λ (λx,x)+ |λ |2||x||2 = 0.

于是 h(λx) = λh(x),即 h保数乘. 从而 h是正交变换.

综上, f 是一个仿射变换,且其线性部分是正交变换.

设 f 是一个等距变换,若 det(D f ) = 1,则称 f 为刚体变换; 若 det(D f ) = −1,则称 f 为反

向刚体变换. 刚体变换最常见的例子是旋转变换,而非刚体变换最常见的例子是反射.

例 5.6.1. 设 Π = p0 +U 是欧氏空间 E的超平面, v ∈U⊥ 是单位向量. 对 p ∈ E,设 p = q+ dv,

q ∈Π. 定义映射 R : p 7→ q−dv. 则 R是仿射变换,称为关于平面 Π的反射变换.

设 {o;e1, . . . ,en}是欧氏空间 E的直角坐标系,则等距变换 f 可以表示为

y = Ax+b, (5.41)

其中 A为正交阵, x, y分别是点 p及 f (p)的坐标, b是 f (o)的坐标.

等距变换有以下结论.

定理 5.6.5. 设 f 是欧氏空间 (E,V )中的等距变换. 则存在唯一的平面 Π := p0 +U 使得 f (Π) =

Π且 f |Π是平移.

证明. 建立直角坐标系 {o;e1, . . . ,en}. 设 f 在该坐标系下的表示为 (5.41)式. 令 U 是 A的特征

值为 1 的特征子空间, 即 Av = v, ∀v ∈U . 对 V 做分解 V = U ⊕U⊥. 对 b ∈ V , 令 b = b1 +b2,

b1 ∈U , b2 ∈U⊥. 显然,存在 x0 ∈U⊥满足 (A− I)x0 =−b2. 则

f (x0) = Ax0 +b = (x0−b2)+b = x0 +b1.
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令 Π = x0 +U ,则对任意 x = x0 +u ∈Π (这里 u ∈U),

f (x) = A(x0 +u)+b = Ax0 +Au+b = (x0−b2)+u+b = x0 +u+b1 ∈Π.

因此, f (Π) = Π且 f |Π是平移,平移向量为 b1.

上述定理中的平面 Π称为等距变换 f 的轴. 下面我们对低维空间中的等距变换做一个分

析.

1. 一维空间中的等距变换公式为

f (x) = ax+b,

这里 a = ±1. 当 a = 1 时, U = R, f 是平移变换; 当 a = −1 时, U = {0}, f (x)− b/2 =

−(x−b/2),故 f 是反射.

2. 二维空间中的等距变换公式为

f (x) = Ax+b,

其中 A为二阶正交方阵, b ∈ R2. 由本章推论 5.2.11,当 det(A) = 1时, y = Ax是旋转变换.

特别地,当 A = I时, U =R2, f 是平移;否则, U = {0}, f 是绕一个点的旋转与平移的复合.

当 det(A) = −1时, U = R, y = Ax是反射变换,从而 f 为关于直线 Π的反射或过 Π的反
射与沿 Π的平移的复合.

3. 三维空间中的等距变换公式仍具有形式 f (x) = Ax+b,这里 A为三阶正交阵, b ∈ R3. 当

A = I时, U =R3, f (x) = x+b为平移.当 det(A) = 1但 A 6= I时, U =R,由本章推论 5.2.11,

y = Ax是绕直线 Π的旋转变换,从而 f 是绕直线 Π的旋转变换或者旋转变换与平移的复
合. 当 det(A) =−1时,若 A的特征值为 1,1,−1,则U = R2,此时 f 是关于平面 Π的反射
或反射与平移的复合;否则, A的特征值为 λ , λ̄ ,−1(λ 6= 1), U = {0},此时 f 是绕一直线的

旋转与关于某一平面的反射的复合.

习题 5.6

习题 1. 设 Π = p0 +U 与 Π′ = p0 +U ′ 是欧几里得仿射空间 E 中的平面. 证明: 若 dimΠ+

dimΠ′ ≤ dimE,则平面 Π与 Π′垂直当且仅当对应的向量空间U 与U ′正交.

习题 2. 设 Π = p0 +U 与 Π′ = p0 +U ′ 是欧几里得仿射空间 E中的平面. 证明: Π中任意一条
直线与 Π′中任意一条直线相互垂直当且仅当, Π与 Π′相互垂直,且它们的交至多有一个点

习题 3. 设 Π = p0 +U 与 Π′ = p0 +U ′ 是欧几里得仿射空间 E中的平面, Π∩Π′ = Γ. 证明: 如

果 Π与 Π′相互垂直,则 dimΓ≥ dimΠ+dimΠ′−dimE.

习题 4. 证明: 欧几里得仿射空间中两个平面之间的任意两条公垂线相互平行且长度相同.

习题 5. 求五维欧几里得仿射空间中两个平面:

Π : (1,0,0,0,0)+ 〈(1,2,0,1,0),(0,1,1,1,0)〉
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Π′ : (0,2,0,0,0)+ 〈(−1,−2,1,0,0),(−2,0,−1, ,1,1)〉

的公垂线以及它们之间的距离.

习题 6. 证明: n维欧几里得仿射空间中的 n维平行多面体 P(p0,p1, . . . ,pn)的体积的平方等于

Gram矩阵 G(−−→p0p1, . . . ,
−−→p0pn)的行列式.

习题 7. 设 f 是欧几里得仿射空间中的仿射变换,且 det(D f )> 0. 证明: f 可以分解为以下变换

的复合: (1)平移, (2)关于某个点的旋转, (3)以某个点为原点的直角坐标系中沿各轴向的伸缩.

习题 8. 证明: 欧几里得仿射空间中的仿射变换 f 将平行多面体映射到平行多变体, 且变换后

的多面体体积是原多面体体积的 |det(D f )|倍.

习题 9. 证明:三维欧几里得仿射空间中的仿射变换 f 是绕直线 l的旋转变换当且仅当 f (p) = p
对任意 p ∈ l 成立,且 D f 为第一类正交变换.

习题 10. 证明: 三维欧几里得仿射空间中的仿射变换 f 是关于平面 Π 的反射变换当且仅当
f (p) = p对任意 p ∈Π成立,且 D f 为第二类正交变换.
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我们在前面已经讨论过 (单重)线性函数,即对偶空间的理论,也遇到过一些多重线性函数

的例子. 例如, 行列式就是关于行、列向量的多重线性函数; 内积是关于向量的二重线性函数.

多重线性函数是张量的主要表示形式之一,张量在几何学、物理学、力学等都有十分重要的应

用. 随着大数据与人工智能的发展,张量越来越展现其重要性. 本章将简要介绍双线性函数 (二

重线性函数)、多重线性函数与张量的基本理论.

6.1 双线性函数

6.1.1 从欧氏空间的内积说起

我们首先总结一类特殊的双线性函数: 欧氏空间的内积.

设 V 是欧氏空间. 对每个 α ∈V ,通过内积我们定义 V 上的实值函数

fα : β ∈V 7→ (α,β ) ∈ R.

我们有下述结果.

定理 6.1.1. 函数 fα 是 V 上的线性函数,即 fα ∈V ∗,且映射 σ : α 7→ fα 是欧氏空间 V 到其对偶

空间 V ∗的同构映射.

证明. 由内积的双线性,显然 fα 是 V 上的线性函数. 下面我们证, σ 是 V 到 V ∗的同构映射.

(1) σ 是线性映射,即

σ(λ1α1 +λ2α2) = λ1σ(α1)+λ2σ(α2)

对任意 λ1,λ2 ∈ R, α1,α2 ∈V 成立.

实际上,对任意 β ∈V ,

σ(λ1α1 +λ2α2)(β ) = fλ1α1+λ2α2(β )

= (λ1α1 +λ2α2,β ) = λ1(α1,β )+λ2(α2,β )

= λ1 fα1(β )+λ2 fα2(β ) = (λ1σ(α1)+λ2σ(α2))(β ).

(2) σ 为同构映射. 由于 V 与 V ∗ 的维数相同, 只需证明 σ 为单射. 设对 α1,α2 ∈ V , σ(α1) =

σ(α2),即 fα1 = fα2 . 则

(α1,β ) = (α2,β ), 对任意 β ∈V 成立.

235
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于是

(α1−α2,β ) = 0, 对任意 β ∈V 成立.

取 β = α1−α2,由内积的正定性即得 α1 = α2.

(3) 在线性空间 V ∗引入内积: 对 f1, f2 ∈V ∗,分别存在唯一 α1, α2 ∈V 使得 fα1 = f1, fα2 = f2.

定义 f1, f2 的内积为 ( f1, f2) := (α1,α2). 则

(σ(α1),σ(α2)) = ( fα1 , fα2) = (α1,α2).

综上, σ 是欧氏空间 V 到 V ∗的同构.

推论 6.1.2. 设 {α1,α2, . . . ,αn}为欧氏空间V 的标准正交基,则 { fα1 , fα2 , . . . , fαn}为 {α1,α2, . . . ,αn}
的对偶基,且它是 V ∗的标准正交基.

将定理中 σ 为满射这一性质独立出来, 就说明欧氏空间上的线性函数都可以用内积来表

示,即有

推论 6.1.3. 设 V 为欧氏空间. 则对任意 f ∈V ∗,存在唯一 α ∈V ,使得 f = fα ,即 f (β ) = (α,β )
对任意 β ∈V 成立.

6.1.2 双线性函数的定义和性质

接下来我们将内积的概念推广到域上的双线性函数,进而将欧氏空间推广到更一般的带几

何结构的线性空间.

定义 6.1.1. 设 V 是域 F 上的线性空间. 若映射 f : V ×V → F 满足: 对任意 λ1,λ2 ∈ F ,以及向量

α1,α2,β1,β2,α,β ∈V ,均有

f (λ1α1 +λ2α2,β ) = λ1 f (α1,β )+λ2 f (α2,β ), (6.1)

f (α,λ1β1 +λ2β2) = λ1 f (α,β1)+λ2 f (α,β2), (6.2)

则称 f 是 V 上的双线性函数 (bilinear function).

特别地,对 V 上双线性函数 f ,若 f (α,β ) = f (β ,α)对任意 α,β ∈V 成立,则称 f 为对称双

线性函数 (symmetric bilinear function); 若 f (α,β ) = − f (β ,α)对任意 α,β ∈ V 成立,则称 f 为

反对称双线性函数 (asymmetric bilinear function).

熟知欧氏空间中的内积就是实数域对称正定的双线性函数. 定义了双线性函数的线性空

间 V 可以构成各类空间,可以看作是欧氏空间的各种推广.

例 6.1.1 (Lorentz空间). 在 4维时空空间中, 其中一个点称为一个事件. 在一个惯性坐标系下,

一个事件 P的坐标为 (x1,x2,x3,x4),其中 (x1,x2,x3)表示事件发生的地点, x4 = ct,其中 t 表示时

间, c表示光速. 设两个事件 P,Q的坐标分别为 x = (x1,x2,x3,x4)
T , y = (y1,y2,y3,y4)

T . 由下式定

义 P,Q之间的 Lorentz距离:

|PQ|2 = (x1− y1)
2 +(x2− y2)

2 +(x3− y3)
2− (x4− y4)

2 = (x−y)T D(x−y),
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其中 D = diag(1,1,1,−1). 这相当于在空间 R4定义了内积 (双线性函数),即 Lorentz内积:

(x,y) = xT Dy.

注意 Lorentz内积具有双线性与对称性,但并不具备正定性,因为此时 |x−y|2 = (x−y,x−y)不
一定为正. 定义了 Lorentz内积的空间 R4 称为 Lorentz空间.

例 6.1.2 (辛空间). 设 A为 n阶可逆实反对称方阵,在 Rn 中定义辛内积如下: 对 x,y ∈ Rn,

(x,y) = xT Ay.

辛内积满足双线性, 但既不满足对称性也不满足正定性. 并且易证, |x|2 = (x,x) = 0 对任意

x ∈ Rn 成立. 称定义了辛内积的空间 Rn 为辛空间 (symplectic space). 注意到奇数阶反对称矩阵

均不可逆,故辛空间的维数 n总是偶数.

定义 6.1.2. 设 M = {α1,α2, . . . ,αn}是域 F 上的线性空间 V 的一组基. 则 V 上的双线性函数 f

在基 M下的矩阵定义为 A = ( f (αi,α j)) ∈ Fn×n.

命题 6.1.4. 设 f 是线性空间 V 上的双线性函数, M = {α1,α2, . . . ,αn}是 V 的一组基, A是 f 在

基 M下的矩阵. 设 V 中的向量 α , β 在基 M = {α1,α2, . . . ,αn}下的坐标分别为 x, y,则

f (α,β ) = xT Ay. (6.3)

特别地, f 是对称双线性函数当且仅当 A为对称方阵, f 是反对称双线性函数当且仅当 A为反

对称方阵.

证明. 设 x = (x1,x2, . . . ,xn)
T , y = (y1,y2, . . . ,yn)

T . 则

f (α,β ) = f

(
n

∑
i=1

xiαi,
n

∑
j=1

y jα j

)
=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

f (αi,α j)xiyi = xT Ay.

将 α 与 β 的位置互换,则 f (β ,α) = yT Ax = xT AT y. 由此我们有

f (α,β ) = f (β ,α), ∀α,β ∈V ⇐⇒ xT Ay = xT AT y, ∀x,y ∈ Fn ⇐⇒ AT = A,

即 f 对称当且仅当 AT = A. 同理可证, f 反对称当且仅当 AT =−A.

定理 6.1.5. 设 f 是线性空间 V 上的双线性函数, f 在基 M1 := {α1,α2, . . . ,αn} 下的矩阵为 A,

在基 M2 := {β1,β2, . . . ,βn}下的矩阵为 B, 且从 M1 到 M2 的过渡矩阵为 P, 即 (β1,β2, . . . ,βn) =

(α1,α2, . . . ,αn)P. 则 B = PT AP,即同一个双线性函数在不同基下的矩阵彼此相合.

证明. 设 V 中向量 α,β 在基M2下的坐标分别为 x,y,则 α,β 在基M1的坐标分别为 Px, Py. 于

是

f (α,β ) = xT By = (Px)T A(Py) = xT (PT AP)y,

因此 B = PT AP.

由上述定理,双线性函数在两组不同基下的矩阵的秩相同,因此秩与基的选取无关,我们定

义它为双线性函数的秩.
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定义 6.1.3. 设 f 是线性空间 V 上的双线性函数, A是 f 在 V 的某组基下的矩阵. 定义 f 的秩为

rank( f ) = rank(A). 当 A满秩时称 f 非退化,否则称 f 退化.

例 6.1.3. 由正定性立得非退化性,故欧氏空间上的内积都是非退化双线性函数.

命题 6.1.6. 设 V 是域 F 上的线性空间, f 是 V 上的双线性函数. 则下列条件等价:

(1) f 非退化.

(2) 若 f (α,β ) = 0对任意 β ∈V 成立,则 α = 0.

(3) 若 f (α,β ) = 0对任意 α ∈V 成立,则 β = 0.

证明. 我们只证 (1)与 (2)的等价性. 设 f 在 V 的一组基 M 下的矩阵为 A. 设 α,β ∈ V 在基 M

下的坐标分别为 x,y. 则

f (α,β ) = 0, ∀β ∈V ⇐⇒ xT Ay = 0, ∀y ∈ Fn ⇐⇒ xT A = 0.

所以条件 (2)就是说线性方程组 xT A = 0只有零解. 由于

f非退化 ⇐⇒ A可逆 ⇐⇒ 方程xT A = 0只有零解x = 0,

因此, (1)与 (2)等价.

6.1.3 双线性函数空间

记L (V,V ;F)为 F-线性空间 V 上的双线性函数全体,并配以线性运算:

1. 加法 对于 f ,g ∈L (V,V ;F),定义

( f +g)(α,β ) := f (α,β )+g(α,β ).

2. 数乘 对于 λ ∈ F , f ∈L (V,V ;F),定义

(λ f )(α,β ) := λ f (α,β ).

容易验证,上述线性运算满足线性空间的八条规则,故L (V,V ;F)是 F 上的线性空间.

命题 6.1.7. 设 M是线性空间 V 的一组基. 则映射

τ : L (V,V ;F)→ Fn×n, f 7→ A

是同构映射,其中 A是 f 在基 M下的矩阵.

证明. 设 V 中向量 α, β 在基 M下的坐标分别为 x, y.

(1) τ 为单射: 若 f ,g ∈L (V,V ;F)满足 τ( f ) = τ(g) = A. 由命题 6.1.4,

f (α,β ) = g(α,β ) = xT Ay, ∀α,β ∈V.

即 f = g.
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(2) τ 为满射. 给定 A ∈ Fn×n,则映射 f : V ×V → F , f (α,β ) = xT Ay是 V 上双线性函数,且 f

在 M下的矩阵为 A. 即存在 f ∈L (V,V ;F)使得 τ( f ) = A.

(3) τ 为线性映射. 设 f ,g ∈L (V,V ;F)在基 M下的矩阵分别为 A,B,即

f (α,β ) = xT Ay, g(α,β ) = xT By.

则

( f +g)(α,β ) = f (α,β )+g(α,β ) = xT (A+B)y,

(λ f )(α,β ) = λ f (α,β ) = xT (λA)y.

即 τ( f +g) = τ( f )+ τ(g) = A+B, τ(λ f ) = λτ( f ) = λA.

因此, τ 为L (V,V ;F)到 Fn×n 的同构映射.

下述定理是欧氏空间内积对应结果 (定理 6.1.1) 的推广. 我们将线性空间 L (V,V ;F) 与

L (V,V ∗)等同起来.

定理 6.1.8. 设 V 是域 F 上的线性空间, V ∗ = L (V,F)是它的对偶空间.

(1) 对于 V 上的双线性函数 f ,记

fα : β 7→ f (α,β ), f̃α : β 7→ f (β ,α).

则 fα 与 f̃α (α ∈V )均是 V 上的线性函数,即它们是 V ∗里的元素.

(2) 映射

σ f = (α 7→ fα) 和 σ̃ f = (α 7→ f̃α)

是线性空间 V 到对偶空间 V ∗的线性映射,且它们是同构当且仅当 f 非退化.

(3) 映射

σ : f 7→ σ f 和 σ̃ : f 7→ σ̃ f

是线性空间L (V,V ;F)到L (V,V ∗)的同构映射.

证明. 若 f 是双线性函数,令 f̃ (α,β ) = f (β ,α),则 f̃ 也是双线性函数. 故我们只需要对 fα , σ f

和 σ 证明定理即可.

(1)对任意 λ1,λ2 ∈ F , β1,β2 ∈V ,由 f 的双线性,故有

fα(λ1β1 +λ2β2) = f (α,λ1β1 +λ2β2)

=λ1 f (α,β1)+λ2 f (α,β2) = λ1 fα(β1)+λ2 fα(β2).

因此 fα 是 V 上的线性函数.

(2)设 λ1,λ2 ∈ F , α1,α2 ∈V . 对任意 β ∈V ,

fλ1α1+λ2α2(β ) = f (λ1α1 +λ2α2,β ) = λ1 f (α1,β )+λ2 f (α2,β )

=λ1 fα1(β )+λ2 fα2(β ) = (λ1 fα1 +λ2 fα2)(β ).
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故 fλ1α1+λ2α2 = λ1 fα1 +λ2 fα2 ,即 σ f (λ1α1 +λ2α2) = λ1σ f (α1)+λ2σ f (α2). 所以 σ f : V →V ∗是线

性映射.

由于 V 与 V ∗ 维数相同,我们只要证 f 非退化当且仅当 σ f 是单射. 若 σ f (α) = fα 是 V ∗ 中

的零元,则对于任意 β ∈V ,

fα(β ) = f (α,β ) = 0.

由命题 6.1.6即知: f 非退化当且仅当 α = 0,即当且仅当 σ f 是单射.

(3)根据命题 6.1.7, dimF L (V,V ;F) = n2,根据定理 3.3.12, dimF L (V,V ∗) = n2,故我们只要

证明 σ 是单线性映射即可.

(i) σ 是线性映射. 设 λ ,µ ∈ F , f ,g ∈L (V,V ;F). 设 α ∈V ,则对于 β ∈V ,

(λ f +µg)α(β ) = λ f (α,β )+µg(α,β ) = λ fα(β )+µgα(β ),

故

(λ f +µg)α = λ fα +µgα .

所以对于任意 α ∈V ,

σ(λ f +µg)(α) =σλ f+µg(α) = (λ f +µg)α

=λ fα +µgα = λσ f (α)+µσg(α)

=(λσ( f )+µσ(g))(α),

这说明 σ(λ f +µg) = λσ( f )+µσ(g),即 σ 是线性映射.

(ii) σ 是单射. 若 σ( f ) = 0,则对于任意 α ∈ V , σ( f )(α) = fα 是 V ∗ 中的零映射,因此对任意

β ∈V , fα(β ) = f (α,β ) = 0,即 f 是零双线性函数.

定理 6.1.8(2)有如下直接推论:

推论 6.1.9. 设 f 是 V 上非退化双线性函数. 则对于任意线性函数 φ : V → F, 存在唯一的向量

α1,α2 ∈V ,使得 φ = fα1 = f̃α2 ,即对任意 β ∈V ,均有

φ(β ) = f (α1,β ) = f (β ,α2).

6.1.4 正交关系

如果将双线性函数 f 视为线性空间 V 上的内积,我们可以研究线性空间 V 中向量的正交

性. 但需要注意的是,由于 f 一般没有 (反)对称性,此处正交的概念要细分为左正交与右正交.

定义 6.1.4. 设 f 是线性空 V 上的双线性函数. 若 α,β ∈V 满足 f (α,β ) = 0,则称 α 关于 f 左正

交于 β ,而 β 关于 f 右正交于 α ,分别记为 α ⊥L β 与 β ⊥R α .

设W 是 V 的子空间. 若 f (α,β ) = 0对任意 β ∈W 成立,则称向量 α 关于 f 左正交于W ,

记为 α ⊥L W ;若 f (α,β ) = 0对任意 α ∈W 成立,则称向量 β 关于 f 右正交于W ,记为 β ⊥R W .

设W1,W2 是 V 的子空间. 若 f (α,β ) = 0对任意 α ∈W1, β ∈W2 成立,则称W1 关于 f 左正

交于W2,而W2 关于 f 右正交于W1,分别记为W1 ⊥L W2与W2 ⊥R W1.
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注记. 一般地,由 α ⊥L β 并不能得到 α ⊥R β ,因为 f (α,β ) = 0并不能推出 f (β ,α) = 0. 但当 f

为对称或反对称双线性函数时, f (α,β ) = 0与 f (β ,α) = 0等价,此时 α ⊥L β ⇔ α ⊥R β . 故当 f

为对称或反对称双线性函数时,不必区分左正交与右正交,直接用正交和 ⊥来表示正交关系.

定义 6.1.5. 设W 是线性空间 V 的子空间,定义W 的左正交子空间

W⊥L := {α ∈V | f (α,β ) = 0, 对任意 β ∈W 成立}. (6.4)

类似可定义W 的右正交子空间W⊥R . 特别地,称 V⊥L 和 V⊥R 为 f 的左根基和右根基.

左 (右)正交子空间有下列性质.

命题 6.1.10. 对于 V 的任意子空间W, W⊥L 和W⊥R 是 V 的线性子空间,且

(1) 若W1 ⊂W2是 V 的子空间,则W⊥L
2 ⊂W⊥L

1 , W⊥R
2 ⊂W⊥R

1 ;

(2) (W⊥L)⊥R ⊃W, (W⊥R)⊥L ⊃W.

证明. 直接由定义验证,留作习题.

我们先看一个例子:

例 6.1.4. 设 V = F3, f (x,y) = xT Ay, 其中 A =


1 2 1

2 4 0

−1 −2 0

. 令 W = 〈x1,x2〉, 这里 x1 =

(1,0,0)T , x2 = (−2,1,0)T . 求W⊥L , W⊥R , V⊥L 和 V⊥R .

解. 按定义,

x ∈W⊥L ⇐⇒ xT Axi = 0, i = 1,2 ⇐⇒

(
xT

1

xT
2

)
AT x = 0

⇐⇒

(
1 0 0

−2 1 0

)
1 2 −1

2 4 −2

1 0 0

x = 0 ⇐⇒

(
1 2 −1

0 0 0

)
x = 0.

于是W⊥L = 〈(2,−1,0)T ,(1,0,1)T 〉. 类似地,

y ∈W⊥R ⇐⇒ xT
i Ay = 0 ⇐⇒

(
1 0 0

−2 1 0

)
1 2 1

2 4 0

−1 −2 0

y = 0

⇐⇒

(
1 2 1

0 0 −2

)
y = 0.

于是W⊥R = 〈(2,−1,0)T 〉.

x ∈V⊥L ⇐⇒ xT Ay = 0, ∀y ∈V ⇐⇒ xT A = 0.

于是 V⊥L = 〈(2,−1,0)T 〉.

y ∈V⊥R ⇐⇒ xT Ay = 0, ∀x ∈V ⇐⇒ Ay = 0.

因此, V⊥R = 〈(0,1,2)T 〉.
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定理 6.1.11. 设 f 是线性空间 V 上的双线性函数, 它在基 {α1, · · · ,αn} 下的矩阵为 A. 设

{β1, · · · ,βm} 是子空间 W 的一组基, yi 是 βi 在基 {α1, · · · ,αn} 下的坐标. 令 B = (y1, · · · ,ym) ∈
Fn×m. 则

W⊥L = {(α1, · · · ,αn)x | BT AT x = 0}, (6.5)

W⊥R = {(α1, · · · ,αn)x | BT Ax = 0}. (6.6)

因此

V⊥L = {(α1, · · · ,αn)x | AT x = 0}, V⊥R = {(α1, · · · ,αn)x | Ax = 0}; (6.7)

dimW⊥L = dimV − rank(AB), dimW⊥R = dimV − rank(AT B); (6.8)

dimV⊥L = dimV⊥R = n− rank( f ). (6.9)

证明. 只证W⊥L 的情形, W⊥R 的情形类似. 设 α 的坐标为 x. 我们有

α ∈W⊥L ⇐⇒ f (α,β ) = 0,∀β ∈W ⇐⇒ f (α,βi) = 0 (1≤ i≤ m)

⇐⇒ xT Ayi = 0 (1≤ i≤ m) ⇐⇒ xT AB = 0 ⇐⇒ BT AT x = 0.

取W =V 并取相同的基 {β1, · · · ,βn}= {α1, · · · ,αn},则此时 B = In,故 V 的情形得证.

定理 6.1.11在 Fn 的情形即例 6.1.4用到的公式:

推论 6.1.12. 设 Fn 上的双线性函数 f (x,y) = xT Ay. 设 {y1,y2, · · · ,ym}是 Fn 的子空间W 的一

组基,并记 B = (y1,y2, · · · ,ym) ∈ Fn×m. 则

W⊥L = ker(BT AT ), W⊥R = ker(BT A), V⊥L = ker(AT ), V⊥R = ker(A). (6.10)

在 f 非退化情形,定理 6.1.11有如下两个十分有用的推论.

推论 6.1.13. 设 f 是线性空间 V 上非退化的双线性函数, W 是 V 的子空间. 则

dimW⊥L = dimW⊥R = dimV −dimW, (6.11)

且

(W⊥L)⊥R = (W⊥R)⊥L =W. (6.12)

证明. 此时 A可逆,故(6.11)由 (6.8)立得. 根据 (6.11),则 dim(W⊥L)⊥R = dim(W⊥R)⊥L = dimW .

根据命题 6.1.10, (W⊥L)⊥R ⊇W , (W⊥R)⊥L ⊇W ,故三者相等.

推论 6.1.14. 设 f 是线性空间 V 上的双线性函数. 则

f 非退化 ⇐⇒ V⊥L = 0 ⇐⇒ V⊥R = 0. (6.13)

定义 6.1.6. 设 f 是线性空间 V 上的双线性函数, W ⊂V 是 V 的子空间. 若 f 在W 上的限制 f |W
是非退化的,则称W 是 V 的关于 f 的非退化子空间.

定理 6.1.15. 设 f 是线性空间 V 上的双线性函数, W 是 V 的关于 f 的非退化子空间. 则 V =

W ⊕W⊥L =W ⊕W⊥R . 特别地,若 f 是 (反)对称的,则 V =W ⊕W⊥.
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证明. 只证 V =W ⊕W⊥L . 对任意 α ∈V ,定义W 上的线性函数

φ : β ∈W → f (α,β ).

由于 f |W 非退化,由定理 6.1.8,存在 α1 ∈W 使得

f (α1,β ) = φ(β ) = f (α,β )

对任意 β ∈W 成立. 于是

f (α−α1,β ) = 0, ∀β ∈W,

即 α−α1 ⊥W⊥L . 这样, V =W +W⊥L .

另一方面,由于W 非退化, W ∩W⊥L = 0. 从而 V =W ⊕W⊥L .

特别地,当 f 为 (反)对称时, W⊥L =W⊥R =W⊥. 因此, V =W ⊕W⊥.

命题 6.1.16. 设 f 是线性空间 V 上的 (反)对称双线性函数, W 是 V 的关于 f 的非退化子空间.

则存在 V 的一组基 M 使得 f 在 M 下的矩阵 A = diag(A1,A2). 其中 A1 是 f |W 的矩阵, A2 是

f |W⊥ 的矩阵.

证明. 设 dimV = n, M1 = {α1, . . . ,αr}为W 的一组基, M2 = {αr+1, . . . ,αn}为W⊥ 的一组基. 由

于W 非退化,故 V =W ⊕W⊥,从而 M := {α1, . . . ,αn}为 V 的一组基,且

f (αi,α j) = f (α j,αi) = 0, 1≤ i≤ r, r+1≤ j ≤ n.

于是 f 在M下的矩阵 A = ( f (αi,α j)) = diag(A1,A2),其中 A1 = ( f (αi,α j))1≤i, j≤r是 f |W 在基M1

下的矩阵, A2 = ( f (αi,α j))r+1≤i, j≤n是 f |W⊥ 在基 M2下的矩阵.

6.1.5 (反)对称双线性函数的矩阵

我们在定理 6.1.5中证明双线性函数在一组基下的最简表示问题等价于矩阵的相合标准形

问题. 对于对称方阵的相合标准形问题,我们在《线性代数 I》中已详细给出. 即若 A ∈ Fn×n 为

对称方阵,则存在可逆方阵 P使得

PT AP = diag(a1,a2, . . . ,ar,0, . . . ,0),

其中 0 6= ai ∈ F , i = 1,2, . . . ,r. 因此对应地有

命题 6.1.17. 设 V 是域 F 上的 n维线性空间, f 为 V 上对称双线性函数. 则存在 V 的一组基 M,

使得 f 在 M下的矩阵为

D = diag(a1,a2, . . . ,ar,0, . . . ,0), (6.14)

其中 r为 f 的秩, 0 6= ai ∈ F, i = 1,2, . . . ,r. 特别地,当 F =R时矩阵 D = diag(Ip,−Iq,O) (p+q =

r),当 F = C时矩阵 D = diag(Ir,O).

对于反对称双线性函数,我们则有以下结论.
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定理 6.1.18. 设 V 是域 F 上的 n维线性空间, f 为 V 上反对称双线性函数. 则存在 V 的一组基

M,使得 f 在 M下的矩阵为

D = diag

((
0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
,0, . . . ,0

)
. (6.15)

证明. 我们可以直接证明,反对称方阵相合于 D (留作习题). 也可以用以下空间分解的方法.

我们对 dimV = n做归纳. 当 n = 1时, f = 0, D = 0,结论显然. 假设结论对维数小于 n的线

性空间成立,下证结论对 n维线性空间 V 成立.

不妨设 f 6= 0, 则存在 α1,β1 使得 f (α1,β1) = c 6= 0. 令 α2 = c−1β1, 则 f (α1,α2) = 1. 于是

f (α2,α1) =−1, f (α1,α1) = 0, f (α2,α2) = 0. 令W = 〈α1,α2〉,则 f |W 在基M1 = {α1,α2}下的矩
阵为

D1 =

(
f (α1,α1) f (α1,α2)

f (α2,α1) f (α2,α2)

)
=

(
0 1

−1 0

)
.

由于 D1可逆, W 关于 f 是非退化的,故 V =W ⊕W⊥. 由于 f |W⊥ 仍为反对称的,由归纳假设,存

在W⊥的一组基 M2 = {α3,α4, . . . ,αn}使得 f |W⊥ 在 M2下的矩阵为

D2 = diag

((
0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
,0, . . . ,0

)
.

于是 f 在基 M = M1∪M2 = {α1,α2, . . . ,αn}为 V 下的矩阵

D = diag(D1,D2) = diag

((
0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
,0, . . . ,0

)
.

目前, 我们研究了两类保持正交关系具有对称性的双线性函数, 即满足 f (α,β ) = 0 ⇔
f (β ,α) = 0. 实际上可以证明, 除了 (反) 对称双线性函数之外, 其它双线性函数都没有正交

对称性.

6.1.6 共轭双线性函数简介

在上一章我们已经学习过酉内积的概念,它是复线性空间上的共轭双线性函数.

定义 6.1.7 (共轭双线性函数). 设V 是复数域C上的线性空间,称映射 f : V×V →C为V 上的共

轭双线性函数,如果 f 在第一个分量共轭线性而在第二个分量是线性函数,即对任意 λ1,λ2 ∈C,

以及 α1,α2,β1,β2,α,β ∈V ,均有

f (λ1α1 +λ2α2,β ) = λ̄1 f (α1,β )+ λ̄2 f (α2,β ) , (6.16)

f (α,µ1β1 +µ2β2) = µ1 f (α,β1)+µ2 f (α,β2) . (6.17)

酉空间内积的计算公式在共轭双线性函数情形有如下一般形式:

引理 6.1.19. 设 f 是V 上的共轭双线性函数.设 α1, · · · ,αm, β1, · · · ,βn ∈V ,并令 A=( f (αi,β j))m×n.

则对于 α = x1α1 + · · ·+ xmαm, β = y1β1 + · · ·+ ynβn,有

f (α,β ) = x∗Ay, (6.18)

这里 x∗ = (x̄1, · · · , x̄m)表示 x = (x1, · · · ,xm)
T 的共轭转置, y = (y1, · · · ,yn)

T .
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设 V 是复数域上的 n维线性空间, f 是 V 的共轭双线性函数, M = {α1,α2, . . . ,αn}是 V 的

一组基. 方阵 = ( f (αi,α j))n×n 称为 f 在基 M 下的矩阵. 若向量 α,β 在基 M 下的坐标分别为

x,y,引理说明函数 f 的坐标表示为

f (α,β ) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x̄iy j f (αi,α j) = x∗Ay. (6.19)

设 M̃ = {β1,β2, . . . ,βn}为 V 的另一组基,它与 M之间的过渡矩阵为 P,即 (β1,β2, . . . ,βn) =

(α1,α2, . . . ,αn)P. 再设 f 在 M̃下的矩阵为 B. 由于 α,β 在 M̃下的坐标分别为 P−1x与 P−1y,故

x∗Ay = (P−1x)∗B(P−1y),故得

B = P∗AP. (6.20)

命题 6.1.20. 共轭双线性函数在不同基下的矩阵构成复方阵的一个共轭相合等价类.

根据命题,共轭双线性函数在一组基下的最简形式问题就等价于复方阵的共轭相合标准形

问题. 考虑两类特别的共轭双线性函数:

定义 6.1.8. 设 V 是复数域 C上的线性空间, f 是 V 上的共轭双线性函数. 如果 f 满足共轭对称

性,即

f (α,β ) = f (β ,α), ∀α,β ∈V, (6.21)

则称 f 是 Hermite共轭双线性函数. 如果 f 满足共轭反对称性,即

f (α,β ) =− f (β ,α), ∀α,β ∈V, (6.22)

则称 f 是反 Hermite共轭双线性函数.

容易看出, f 是 (反) Hermite共轭双线性函数当且仅当它在一组基下的矩阵是 (反) Hermite

阵. 由于 Hermite 阵与反 Hermite 阵通过 H ↔ iH 互相转化, 故 Hermite 共轭双线性函数和反

Hermite共轭双线性函数通过 f ↔ i f 互相转化. 根据 (反) Hermite阵的酉相似标准形,即得 (证

明留作练习):

定理 6.1.21. 设 f 是复空间 V 上的共轭双线性函数.

(1) f 是 Hermite共轭双线性函数当且仅当 f 在一组基下的矩阵为 Hermite阵. 此时可以适当

选取 V 的一组基,使得

f (α,β ) = x̄1y1 + · · ·+ x̄pyp− x̄p+1yp+1−·· ·− x̄ryr.

换言之, Hermite阵共轭相合于形如 diag(Ip,−Ir−p,O)的方阵.

(2) f 是反 Hermite共轭双线性函数当且仅当 f 在一组基下的矩阵为反 Hermite阵. 此时可以

适当选取 V 的一组基,使得

f (α,β ) = i(x̄1y1 + · · ·+ x̄pyp)− i(x̄p+1yp+1 + · · ·+ x̄ryr).

换言之,反 Hermite阵共轭相合于形如 diag(iIp,−iIr−p,O)的方阵.
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习题 6.1

习题 1. 设域 F 的特征不等于 2. 设 V 是 F 上 n维线性空间, f 是 V 上的双线性函数. 证明 f 可

以写成对称双线性函数与反对称双线性函数之和,且这样的表示方式唯一.

习题 2. 设域 F 的特征不等于 2. 设V 是 F 上 n维线性空间. 对于V 上的二次型 Q,令 f (α,β ) =
Q(α +β )−Q(α)−Q(β ). 证明: Q 7→ f 是 V 上的二次型集合到对称双线性函数集合的一一对

应.

习题 3. 设 F 是域, V = F2×1. 定义 V 上的双线性函数

f (x,y) = xT

(
0 1

−1 0

)
y.

求证:

(1) f (x,y) = det(x,y).

(2) x⊥ y ⇔ y⊥ x⇔ x与 y线性相关.

习题 4. 设欧氏空间 V = Rn×n, 其内积 (A,B) = Tr(ABT ). 对于 V 上的线性函数 f (X), 求 B ∈ V

使得 f (X) = (X ,B):

(1) f (X) = Tr(X);

(2) f (X) = Tr(AXD),其中 A,D是 Rn×n 中给定方阵;

(3) f (X) = Tr(AX−XD),其中 A,D是 Rn×n中给定方阵;

(4) f (X) = αT Xβ ,其中 α,β ∈ Rn = Rn是给定向量.

习题 5. 设 V 是 3维向量空间, B是 V 的一组基. 设 V 上的双线性函数 g在基 B下的矩阵为 G,

线性变换 A 在基 B下的矩阵为 A,其中

G =


1 −1 0

2 0 −2

3 4 5

 , A =


−1 1 1

−3 −4 2

1 −2 −3

 .

试求双线性函数 f (u,v) = g(u,A (v))在基 B下的矩阵.

习题 6. 证明命题 6.1.10.

习题 7. 定理 6.1.15的条件 “W 是 V 的关于 f 的非退化子空间”如果改为 “ f 是 V 上的非退化

双线性函数”,定理结论是否仍然成立? 试证明结论或者举出反例.

习题 8. 证明: 若 n维实线性空间 V 上存在非退化反对称双线性函数 f ,则 n = 2m是偶数. 证明

此时存在 V 的一组基使得 f 在此基下的矩阵是

(
O Im

−Im O

)
.
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习题 9. 设 f 是有限维线性空间 V 上的反对称双线性函数, W 是 V 的子空间, W⊥ 是它关于 f

的正交补. 证明 dimW −dim(W ∩W⊥)是偶数.

习题 10. 设 V = F4, f (x,y) = xT Ay, 其中 A =


1 2 1 0

1 1 0 0

0 1 1 0

1 0 −1 1

. 令 W = 〈x1,x2〉, 这里 x1 =

(1,0,0,0)T , x2 = (−2,0,1,0)T . 求W⊥L , W⊥R , V⊥L 和 V⊥R .

习题 11. 设 f 是线性空间 V 上的双线性函数. 证明下列条件等价:

(1) 存在线性函数 f1, f2 ∈V ∗使得 f (α,β ) = f1(α) f2(β );

(2) rank( f )≤ 1;

(3) 对任意 α1,α2,β1,β2 ∈V , ∣∣∣∣∣ f (α1,β1) f (α1,β2)

f (α2,β1) f (α2,β2)

∣∣∣∣∣= 0.

习题 12. 设 f 是实线性空间 V 上的双线性函数. 证明: f 定义的正交关系对称当且仅当 f 是对

称或者反对称双线性函数.

6.2 多重线性函数与张量

本节我们介绍多重线性函数,并引出张量的概念.

定义 6.2.1. 设 V1,V2, . . . ,Vp都是域 F 上的有限维线性空间. 映射

f : V1×V2×·· ·×Vp→ F

称为 p重线性函数,如果 f 关于每一个变量都是线性的,即对固定指标 i (1≤ i≤ p),数 λ1, λ2 ∈
F ,向量 α1

i ,α2
i ∈Vi及 α j ∈Vj (1≤ j 6= i≤ p),有

f
(
α1, · · · ,αi−1,λ1α1

i +λ2α2
i ,αi+1, · · · ,αp

)
=

λ1 f
(
α1, · · · ,αi−1,α1

i ,αi+1, · · · ,αp
)
+λ2 f

(
α1, · · · ,αi−1,α2

i ,αi+1, · · · ,αp
)
. (6.23)

特别地,若V1 =V2 = . . .=Vp,则称 f 为V 上的 p重线性函数. 进一步,若对任意 α1,α2, . . . ,αp ∈
V 以及 {1,2, . . . , p}的置换 π ,

f
(
απ(1),απ(2), . . . ,απ(p)

)
= f (α1,α2, . . . ,αp), (6.24)

则称 f 是对称的;若

f
(
απ(1),απ(2), . . . ,απ(p)

)
= sgn(π) f (α1,α2, . . . ,αp), (6.25)

其中 sgn(π)是置换 π 的符号,则称 f 是反对称的.
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显然,多重线性函数是 (单重)线性函数与双 (重)线性函数的推广.

例 6.2.1 (行列式函数). 行列式 det(α1,α2, . . . ,αn)是 Fn 上关于 α1,α2, . . . ,αn 的 n重规范反对称

线性函数,这里规范性即指 det(e1,e2, . . . ,en) = 1.

例 6.2.2. 设 Vi是域 F 上的线性空间, fi是 Vi上的线性函数, i = 1,2, . . . , p. 则

f (α1,α2, . . . ,αp) = f1(α1) f2(α2) · · · fp(αp)

是 V1×V2×·· ·×Vp 上的 p重线性函数.

用L (V1, . . . ,Vp;F)记 V1×·· ·×Vp上的 p重线性函数全体. 可以定义L (V1, . . . ,Vp;F)上的

线性运算. 设 f ,g ∈L (V1, . . . ,Vp;F). 对任意 αi ∈Vi, i = 1,2, . . . , p及 λ ∈ F ,

( f +g)(α1,α2, . . . ,αp) := f (α1,α2, . . . ,αp)+g(α1,α2, . . . ,αp),

(λ f )(α1,α2, . . . ,αp) := λ f (α1,α2, . . . ,αp).

容易验证, 在上述线性运算下, L (V1, . . . ,Vp;F) 构成 F 上的一个线性空间. 注意到 L (V,V ;F)

即我们在上节定义的双线性函数空间.

接下来我们引进多重线性函数的张量积的概念.

定义 6.2.2. 设 V1, . . . ,Vp 与W1, . . . ,Wq 均为 F 上线性空间, f 是 V1×·· ·×Vp 上的 p重线性函数,

g是W1×·· ·×Wq上的 q重线性函数. 定义 f 与 g的张量积 f ⊗g为

f ⊗g : V1×·· ·×Vp×W1×·· ·×Wq −→ F,

(α1, . . . ,αp,β1, . . . ,βq) 7−→ f (α1, . . . ,αp)g(β1, . . . ,βq). (6.26)

容易验证, f ⊗g是 p+q重线性函数.

例 6.2.3. 设 f 与 g都是 V 上线性函数, 则 ( f ⊗ g)(α,β ) = f (α)g(β )是 V 上的双线性函数. 显

然,一般地,

( f ⊗g)(α,β ) = f (α)g(β ) 6= g(α) f (β ) = (g⊗ f )(α,β ).

上述例子表明,线性函数的张量积一般不可交换,但满足结合律与分配律.

命题 6.2.1. 张量积运算满足

(1) 结合律: 设 f ,g,h为多重线性函数,则

( f ⊗g)⊗h = f ⊗ (g⊗h) . (6.27)

(2) 分配律：设 f ,g,h为多重线性函数, λ ,µ ∈ F,则

(λ f +µg)⊗h = λ f ⊗h+µg⊗h, h⊗ (λ f +µg) = λh⊗ f +µh⊗g. (6.28)
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证明. 设 f ,g,h分别为 p,q,r重线性函数,容易验证:

(( f ⊗g)⊗h)(α1, . . . ,αp;β1, . . . ,βq;γ1, . . . ,γr)

=( f ⊗ (g⊗h))(α1, . . . ,αp;β1, . . . ,βq;γ1, . . . ,γr)

= f (α1, . . . ,αp)g(β1, . . . ,βq)h(γ1, . . . ,γr).

((λ f +µg)⊗h)(α1, . . . ,αp;β1, . . . ,βq)

=(λ f ⊗h+µg⊗h)(α1, . . . ,αp;β1, . . . ,βq)

=λ f (α1, . . . ,αp)h(β1, . . . ,βq)+µg(α1, . . . ,αp)h(β1, . . . ,βq).

多重线性函数是张量的重要表现形式之一. 张量在微分几何、物理学、力学等都有广泛的

应用. 下面我们将注意力集中到一类重要的多重线性函数 (张量)上.

定义 6.2.3. 设 V 是域 F 上的 n维线性空间, V ∗是 V 的对偶空间, p,q是非负整数. 则

V p× (V ∗)q =V ×V ×·· ·×V︸ ︷︷ ︸
p

×V ∗×V ∗×·· ·×V ∗︸ ︷︷ ︸
q

上的 p+q重线性函数称为 (p,q)型张量,或称为 p次共变与 q次反变的混合型张量. 当 p = 0

时,称张量是反变的;当 q = 0时,称张量是共变的. 特别约定, (0,0)型张量即纯量. 所有 (p,q)

型张量全体构成的线性空间记为 Tq
p(V )或者简记为 Tq

p.

我们看看几种特殊类型的张量.

(i) (1,0)型张量就是 V 上的线性函数,也就是 V ∗中的元素.

(ii) (0,1)型张量就是 V ∗ 上线性函数,即 V ∗∗ 中的元素. 由于 V ∗∗ 与 V 存在自然同构,因此可

以将V ∗∗中元素与V 中元素等同,即 (0,1)型张量可以视为V 中元素. 具体地,对 φ ∈V ∗∗,

设 α ∈V 与之对应. 则对 f ∈V ∗, φ( f ) = f (α),我们也常常将之记为 ( f ,α).

(iii) (2,0)型张量就是 V 上的双线性函数, (0,2)型张量就是 V ∗ 上的双线性函数. 前者是共变

的,后者是反变的.

例 6.2.4 ((1,1)型张量与线性变换). (1,1)型张量是最简单的混合型张量. 设 φ 是一个 (1,1)型

张量. 对 α ∈ V, f ∈ V ∗, φ(α, f )关于 α, f 都是线性的. 固定 α ,则 φ(α, f )就是 V ∗ 上的线性函

数,故存在 V 中元素 F(α)与之对应,即

φ(α, f ) = f (F(α)) = ( f ,F(α)).

这样我们得到变换 F : V →V , α 7→ F(α).

由于对任意 λ ,µ ∈ F 及 α,β ∈V 有, φ(λα +µβ , f ) = λφ(α, f )+µφ(β , f ),因此

( f ,F(λα +µβ )) = λ ( f ,F(α))+µ( f ,F(β )) = ( f ,λF(α)+µF(β )).

由 f 的任意性,故

F(λα +µβ ) = λF(α)+µF(β ).

这就说明 F 是 V 上的线性变换. 反之, 设 F 是 V 上线性变换, 则由 φ(α, f ) = f (F(α)) =

( f ,F(α)) 定义的映射 φ : V ×V ∗ → F 是 (1,1) 型张量. 因此, (1,1) 型张量本质上与 V 上的

线性变换是一回事.
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命题 6.2.2. 设 V 是域 F 上的线性空间, f 是 V 上的 (p,q)型张量, g是 V 上的 (r,s)型张量,则

f ⊗g是 V 上的 (p+ r,q+ s)型张量.

证明. 由假设, f 是 V p× (V ∗)q上的 p+q重线性函数, g是 V r× (V ∗)s上的 r+ s重线性函数. 则

( f ⊗g)(α1, . . . ,αp,αp+1, . . . ,αp+r;β1, . . . ,βq,βq+1, . . . ,βq+s) =

f (α1, . . . ,αp;β1, . . . ,βr)g(αp+1, . . . ,αp+s;β1, . . . ,βq+1, . . . ,βq+r).

因而, f ⊗g是 V 上 (p+ r,q+ s)型张量.

例 6.2.5. 设 V 是域 F 上的线性空间, V ∗ 是 V 的对偶空间, α,β ,γ ∈ V , f ,g ∈ V ∗. 由于 f ,g 为

(1,0)型张量, α,β ,γ 可以视为 (0,1)型张量,故

φ = f ⊗g⊗α⊗β ⊗ γ

是 (2,3)型张量. 对 α̃, β̃ ∈V , f̃ , g̃, h̃ ∈V ∗,

φ(α̃, β̃ , f̃ , g̃, h̃) = f (α̃)g(β̃ ) f̃ (α)g̃(β )h̃(γ).

定理 6.2.3. 设 V 是域 F 上的 n维线性空间, V ∗ 是其对偶空间. 设 {α1, . . . ,αn}为 V 的一组基,

{ f 1, . . . , f n}是其对偶基. 则 (p,q)型张量空间的维数 dimTq
p(V ) = np+q,且{

f i1⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· ·⊗α jq | 1≤ i1, . . . , ip ≤ n, 1≤ j1, . . . , jq ≤ n
}

(6.29)

为 Tq
p(V )的一组基.

证明. 设 T 是 V 上的 (p,q)型张量,记

T j1... jq
i1...ip

= T (αi1 , . . . ,αip ; f j1 , . . . , f jq), 1≤ i1, . . . , ip ≤ n, 1≤ j1, . . . , jq ≤ n.

则 T 完全由 T j1... jq
i1...ip

唯一确定. 下面证

T = ∑
i1,...,ip

∑
j1,..., jq

T j1... jq
i1...ip

f i1⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· ·⊗α jq . (6.30)

其中求和指标 i1, . . . , ip与 j1, . . . , jq均在 1到 n之间.

记上式右边张量为 T ′,显然 T ′是一个 (p,q)型张量,且

T ′(αi′1
, . . . ,αi′p ; f j′1 , . . . , f j′q) = ∑

i1,...,ip

∑
j1,..., jq

T j1... jq
i1...ip

f i1(αi′1
) · · · f ip(αi′p)× f j′1(α j1) · · · f j′q(α jq)

= ∑
i1,...,ip

∑
j1,..., jq

T j1... jq
i1...ip

δ i1
i′1
· · ·δ ip

i′p
×δ j′1

j1 · · ·δ
j′q
jq = T

j′1... j
′
q

i′1...i
′
p
.

由此

T ′(αi1 , . . . ,αip ; f j1 , . . . , f jq) = T (αi1 , . . . ,αip ; f j1 , . . . , f jq) = T j1... jq
i1...ip

.

故 T = T ′. 接下来说明 (6.29)式线性无关. 实际上,若

f := ∑
i1,...,ip

∑
j1,..., jq

λ j1... jq
i1...ip

f i1⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· ·⊗α jq = 0,

则

f (αi′1
, . . . ,αi′p ; f j′1 , . . . , f j′q) = λ j′1... j

′
q

i′1...i
′
p
= 0.

即张量组 (6.29)线性无关,进而构成 Tq
p(V )的一组基,并且 dim(Tq

p(V )) = np+q.
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由上述定理的证明可知,一个 (p,q)型张量 T 与数集
(

T j1... jq
i1...ip

)
对应.

定义 6.2.4. 设 {α1,α2, . . . ,αn}为线性空间 V 的一组基, { f 1, f 2, . . . , f n}为其对偶基. 再设 T 是

V 上的 (p,q)型张量. 称

T j1... jq
i1...ip

= T (αi1 , . . . ,αip ; f j1 , . . . , f jq), 1≤ i1, . . . , ip ≤ n, 1≤ j1, . . . , jq ≤ n (6.31)

为 T 在V 的基 {α1,α2, . . . ,αn}下的坐标 (系数或分量). 称
(

T j1... jq
i1...ip

)
为张量 T 对应的坐标张量.

直观上,我们可以将张量的坐标在 p+q维空间中排成一个大小为 n×n× . . .×n的超长方

体表格,向量与矩阵可以视为其特例. 以下结论请读者自己完成证明.

命题 6.2.4. 设 S,T 是线性空间 V 上的 (p,q)型张量,它们在 V 的一组基 M 下的坐标张量分别

为
(

S j1... jq
i1...ip

)
与
(

T j1... jq
i1...ip

)
,则 λS+µT 在 M下的坐标张量为

(
λS j1... jq

i1...ip
+µT j1... jq

i1...ip

)
.

命题 6.2.5. 设 S,T 分别是线性空间 V 上的 (p,q)型与 (r,s)型张量,它们在 V 的一组基 M下的

坐标张量分别为
(

S j1... jq
i1...ip

)
与
(

T l1...ls
k1...kr

)
. 则 S⊗T 在基 M下的坐标张量为

(
R j1... jql1...ls

i1...ipk1...kr

)
,其中

R j1... jql1...ls
i1...ipk1...kr

= S j1... jq
i1...ip

T l1...ls
k1...kr

. (6.32)

接下来我们研究张量的坐标变换.

设 {α1, . . . ,αn}为线性空间 V 的一组基, { f 1, . . . , f n}为其对偶基. 再设 {α̃1, . . . , α̃n}为线性
空间 V 的另一组基, { f̃ 1, . . . , f̃ n}为其对偶基. 设基 {α1, . . . ,αn}到基 {α̃1, . . . , α̃n}的过渡矩阵为
A =

(
ai

j

)
,其中上标表示行,下标表示列. 再设基 { f 1, . . . , f n}到基 { f̃ 1, . . . , f̃ n}的过渡矩阵的转

置矩阵为 B =
(

bi
j

)
. 令C = B−1 =

(
ci

j

)
. 则

α̃k =
n

∑
i=1

ai
kαi, f̃ k =

n

∑
i=1

bk
i f i, f k =

n

∑
i=1

ck
i f̃ i, k = 1,2, . . . ,n.

于是 (
f k, α̃ j

)
=

(
n

∑
i=1

ck
i f̃ i, α̃ j

)
= ck

j =

(
f k,

n

∑
i=1

ai
jαi

)
= ak

j.

即C = A,进而

f k = ∑
i

ak
i f̃ i

且 B = A−1. 于是从基 { f 1, . . . , f n}到基 { f̃ 1, . . . , f̃ n}的过渡矩阵为 BT = (A−1)T .

现设张量 T 在基

f i1⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· ·⊗α jq , 1≤ i1, . . . , ip ≤ n, 1≤ j1, . . . , jq ≤ n

下的坐标为 T j1... jq
i1...ip

, T 在基

f̃ i1⊗·· ·⊗ f̃ ip⊗ α̃ j1⊗·· ·⊗ α̃ jq , 1≤ i1, . . . , ip ≤ n, 1≤ j1, . . . , jq ≤ n
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下的坐标为 T̃ j1... jq
i1...ip

. 由 (6.30)式有

T = ∑
ĩ1,...,ĩp

∑
j̃1,..., j̃q

T̃ j̃1... j̃q
ĩ1...ĩp

f̃ ĩ1⊗·· ·⊗ f̃ ĩp⊗ α̃ j̃1⊗·· ·⊗ α̃ j̃q .

= ∑
ĩ1,...,ĩp

∑
j̃1,..., j̃q

T̃ j̃1... j̃q
ĩ1...ĩp

(
∑
i1

bĩ1
i1 f i1

)
⊗·· ·⊗

(
∑
ip

bĩp
ip

f ip

)
⊗

(
∑
j1

a j1
j̃1

α j1

)
⊗·· ·⊗

(
∑
jq

a jq
j̃q

α jq

)

= ∑
i1,...,ip

∑
j1,..., jq

 ∑
ĩ1,...,ĩp

∑
j̃1,..., j̃q

bĩ1···ĩp
i1···ip

T̃ j̃1... j̃q
ĩ1...ĩp

a j1··· jp

j̃1··· j̃p

 f i1⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· ·⊗α jq .

其中

bĩ1···ĩp
i1···ip

= bĩ1
i1 · · ·b

ĩp
ip
, a j1··· jp

j̃1··· j̃p
= a j1

j̃1
· · ·a jq

j̃q
.

于是

T j1··· jq
i1···ip

= ∑
ĩ1,...,ĩp

∑
j̃1,..., j̃q

bĩ1···ĩp
i1···ip

T̃ j̃1... j̃q
ĩ1...ĩp

a j1··· jp

j̃1··· j̃p
.

由此我们得到

定理 6.2.6. 设 {α1, . . . ,αn}为线性空间 V 的一组基, { f 1, . . . , f n}为其对偶基. 再设 {α̃1, . . . , α̃n}
为线性空间 V 的另一组基, { f̃ 1, . . . , f̃ n} 为其对偶基. 设基 {α1, . . . ,αn} 到基 {α̃1, . . . , α̃n} 的过
渡矩阵为 A =

(
ai

j

)
, 基 { f 1, . . . , f n} 到基 { f̃ 1, . . . , f̃ n} 的过渡矩阵的转置矩阵为 B =

(
bi

j

)
. 则

B = A−1,并且线性空间 V 上的 (p,q)型张量 T 在两组基下的张量坐标满足

T j1··· jq
i1···ip

= ∑
ĩ1,...,ĩp

∑
j̃1,..., j̃q

bĩ1···ĩp
i1···ip

T̃ j̃1... j̃q
ĩ1...ĩp

a j1··· jp

j̃1··· j̃p
. (6.33)

其中

bĩ1···ĩp
i1···ip

= bĩ1
i1 · · ·b

ĩp
ip
, a j1··· jp

j̃1··· j̃p
= a j1

j̃1
· · ·a jq

j̃q
. (6.34)

接下来我们研究张量的收缩算子.

定义 6.2.5. 设 V 是域 F 上的线性空间. 设 1≤ r ≤ p, 1≤ s≤ q. 线性映射

trs
r : Tq

p(V )→ Tq−1
p−1(V ), f1⊗·· ·⊗ fp⊗α1⊗·· ·⊗αq 7→

( fr,αs) f1⊗·· ·⊗ f̂r⊗·· ·⊗ fp⊗α1⊗·· ·⊗ α̂s⊗·· ·⊗αq (6.35)

称为 (p,q)型混合张量的 (r,s)收缩,其中记号 α̂ 表示相应的元素 α 不出现在张量积中.

对张量 T ∈ Tq
p(V ),考虑其收缩的坐标形式. 设

T = ∑
i1,...,ip

∑
j1,..., jq

T j1... jq
i1...ip

f i1⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· ·⊗α jq .

则

T̄ = trs
r(T ) = ∑

i1,...,ip

∑
j1,..., jq

T j1... jq
i1...ip

· trs
r( f i1⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· ·⊗α jq)

= ∑
i1,...,ip

∑
j1,..., jq

T j1... jq
i1...ip

δ js
ir f i1⊗·· ·⊗ f̂ ir ⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· · α̂ js⊗·· ·⊗α jq

= ∑
i1···îr···ip

∑
j1··· ĵs··· jq

T̄ j1··· ĵs··· jq
i1···îr···ip

f i1⊗·· ·⊗ f̂ ir ⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· · α̂ js⊗·· ·⊗α jq ,
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其中

T̄ j1··· ĵs··· jq
i1···îr···ip

= ∑
k

T j1··· js−1k js+1··· jq
i1···ir−1kir+1···ip

. (6.36)

由于

f i1⊗·· ·⊗ f̂ ir ⊗·· ·⊗ f ip⊗α j1⊗·· · α̂ js⊗·· ·⊗α jq

构成 Tq−1
p−1(V )的一组基,因此 T̄ j1··· ĵs··· jq

i1···îr···ip
是张量 T̄ 的坐标.

定理 6.2.7. 一个 (p,q)型混合张量 T 关于共变指标 r与反变指标 s的收缩是一个 (p−1,q−1)

型张量 T̄ ,其坐标由公式 (6.36)确定.

对一个张量 T ∈ Tq
p, 通过 min(p,q)次收缩得到的张量是 T 的完全收缩. 完全收缩张量是

一个纯量,或者共变张量,或者反变张量. 张量收缩可以将许多概念如算子的迹,矩阵的乘法等

统一起来.

例 6.2.6. 设 {α1, . . . ,αn}为 V 的一组基, { f1, . . . , fn}是其对偶基. 设 A 是 V 上的线性算子,且

A αk =
n
∑

i=1
ai

kαi. A 可以视为一个 (1,1)型张量

T =
n

∑
i, j=1

ai
j f j⊗αi.

则 T 的 (1,1)收缩是

T̄ =
n

∑
k=1

ak
k = Tr(A ).

例 6.2.7. 设 V 是线性空间, α,β ∈ V , f ∈ V ∗. (1,2)型张量 f ⊗α⊗β 关于共变指标 1和反变指

标 2的收缩为 f (β )α . 它正是算子 A = f ⊗α 在 β 上的作用.

例 6.2.8. 设A ,B是线性空间 V 上的线性算子,它们在 V 的一组基 {α1,α2, . . . ,αn}下的矩阵分
别为 A = (ai

j)与 B = (bi
j). 作为 (1,1)型张量,它们的坐标分别是

TA = ai
j, TB = bi

j.

A 与B的张量积的坐标为

T = TA⊗TB = T ik
jl = ai

jb
k
l .

现按 TA的共变指标与 TB的反变指标收缩得到张量 TC,则 TC 的坐标为

ci
l =

n

∑
j=1

T i j
jl =

n

∑
j=1

ai
jb

j
l ,

即 ci
l 是 AB的元素 (i, l)的值. 故 AB是 A ⊗B的收缩张量的坐标.

习题 6.2

习题 1. 证明: 线性空间 V 上的 (2,1)型张量可以视为 V ×V 7→V 上的双线性映射.
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习题 2. 设 xi = (xi1, . . . ,xin) ∈ Fn, i = 1,2, . . . , p. 证明

f (x1, . . . ,xp) :=
n

∑
i1,...,ip=1

fi1,...,ipx1i1 · · ·xpip , fi1,...,ip ∈ F

是 p重线性函数.

习题 3. 设 {α1,α2, . . . ,αn}是域 F 上线性空间 V 的一组基, { f 1, f 2, . . . , f n}是其对偶基. 则 V 上

的 p重线性函数具有形式

g =
n

∑
i1,...,ip=1

gi1,...,ip f i1⊗·· ·⊗ f ip , gi1,...,gp ∈ F.

习题 4. 设 M = {α1,α2, . . . ,αn}是线性空间 V 的一组基, A 是 V 上线性变换,且 A 在 M 下的

矩阵为 A = (ai
j). 设 M̃ = {α̃1, α̃2, . . . , α̃n}是 V 的另一组基,且 A 在 M̃ 下的矩阵为 Ã = (ãi

j). 再

设从 M到 M̃的过渡矩阵为 T = (t i
j). 用张量的坐标变换公式证明 Ã = TAT−1.

习题 5. 设 {α1,α2,α3} 是线性空间 V 的一组基, { f 1, f 2, f 3} 是其对偶基. 计算张量 T = 2 f 1⊗
α2 + f 2⊗ (2α1−3α3) ∈ T1

1(V )在 α = α1 +2α2 +3α3, f = 2 f 1 + f 2−2 f 3 的值 T (α, f ).

习题 6. 设 {α1,α2,α3}是线性空间 V 的一组基, { f 1, f 2, f 3}是其对偶基. 令 S = f 1⊗ f 2 + f 2⊗
f 3 + f 3⊗ f 1, T = f 1⊗ f 2⊗ f 3,计算 T ⊗S−S⊗T .

习题 7. 设 {α1,α2,α3}是线性空间 V 的一组基, { f 1, f 2, f 3}是其对偶基. 设张量 T ∈ T2
3(V )在

基 {α1,α2,α3}下的坐标均为 1,求 T 在基 {α̃1 = α1, α̃2 = α2−α1, α̃3 = α3−α2 +α1}下的坐标
T̃ 12

123.

习题 8. 设 {α1,α2,α3}是线性空间V 的一组基, { f 1, f 2, f 3}是其对偶基, T = f 1⊗α2+ f 2⊗α3+

f3⊗α1 ∈ T1
1(V ).

(1) 求 f ∈V ∗,使得 T (α, f ) = 0对任意 α ∈V 成立;

(2) 求 α ∈V ,使得 T (α, f ) = 0对任意 f ∈V ∗成立.

习题 9. 设 R是域 F 上的有限维结合代数,即 R是 F 上的有限维线性空间,并且 R上定义了元

素间满足结合律的乘法运算 ∗. 设 {α1, . . . ,αn}为 R的一组基,且

αi ∗α j =
n

∑
k=1

γk
i jαk.

称 γk
i j 为代数 R在基 {α1, . . . ,αn}下的结构常数. 证明结构常数是 (2,1)型张量,并求结构常数

在不同基下的坐标变换公式.

习题 10. 设 {α1,α2,α3}是线性空间 V 的一组基, { f 1, f 2, f 3}是其对偶基. 令

T = ( f 1 +2 f 2)⊗ ( f 2 +2 f 3)⊗ ( f 3 +2 f 1)⊗ (2α1−α2)⊗ (2α2−α3).

(1) 计算 T1 = tr1
1(tr

1
1(T ));

(2) 计算 T2 = tr1
2(tr

2
1(T )); T2是否等于 T1?
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6.3 线性空间的张量积

在上一节我们研究了向量的张量积,本节我们介绍线性空间张量积的概念.

定义 6.3.1. 设 U,V 是域 F 上的线性空间,则 U 与 V 的张量积是一个线性空间,记为 U ⊗V ,它

带有一个双线性映射

⊗ : U×V →U⊗V, (α,β ) 7→ α⊗β

满足条件: 存在U 的一组基 {αi | i ∈ I}及 V 的一组基 {β j | j ∈ J},使得 {αi⊗β j | i ∈ I, j ∈ J}构
成U⊗V 的一组基.

为说明上述定义中对映射满足的要求与基的选取无关,我们先证明以下的命题.

命题 6.3.1. 设U,V 分别是域 F 上的有限维线性空间, {αi | i ∈ I}是U 的一组基, {β j | j ∈ J}是
V 的一组基. 设 ⊗ : V ×W → T 是双线性映射. 则以下断言等价:

(1) {αi⊗β j | i ∈ I, j ∈ J}构成 T 的一组基.

(2) 对每一个向量 α ∈ T , α 以唯一的方式分解为 α = ∑
i

αi⊗ γi, γi ∈V .

(3) 对每一个向量 α ∈ T , α 以唯一的方式分解为 α = ∑
j

δ j⊗β j, δ j ∈U.

证明. 我们只证 (1) 与 (2) 的等价性. 假设 (1) 成立. 则对任意 α ∈ T , 存在常数 λi j ∈ F , i ∈ I,

j ∈ J,使得

α = ∑
i

∑
j

λi jαi⊗β j = ∑
i

αi⊗

(
∑

j
λi jβ j

)
= ∑

i
αi⊗ γi,

其中 γi = ∑
j

λi jβ j ∈V . 显然, γi由 α 唯一决定.

反之假设 (2)成立. 令 γi = ∑
j

λi jβ j, i ∈ I,则对任意 α ∈ T ,

α = ∑
i

αi⊗ γi = ∑
i

∑
j

λi jαi⊗β j.

下面说明, {αi⊗β j | i ∈ I, j ∈ J}线性无关. 若不然,则存在不全为零的数 µi j ∈ F 使得

0T = ∑
i

∑
j

µi jαi⊗β j = ∑
i

αi⊗ γi.

注意到 γi = ∑
j

µi jβ j ∈ V , 它们不全为零, 但同时显然有 0T = ∑
i

αi⊗ 0V , 这与 (2) 的唯一性矛盾.

故 {αi⊗β j | i ∈ I, j ∈ J}构成 T 的一组基. 因此, (1)与 (2)等价.

推论 6.3.2. 定义 6.3.1中对双线性映射的要求不依赖于基的选取.

证明. 设 {α ′i | i ∈ I}是U 的另一组基, {β ′j | j ∈ J}是 V 的另一组基. 则对任意 α ∈U⊗V ,

α = ∑
i

αi⊗ γi = ∑
i

αi⊗

(
∑

j
λi jβ ′j

)
= ∑

i
∑

j
λi jαi⊗β ′j

= ∑
j

(
∑

i
λi jαi

)
⊗β ′j = ∑

j
δ ′j⊗β ′j,
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其中 γi = ∑
j

λi jβ ′j ∈V , δ ′j = ∑
i

λi jαi ∈U . 显然, δ ′j 由 α 唯一确定.

同理可证, α 有唯一分解 α = ∑
i

α ′i ⊗ γ ′i , 其中 γ ′i = ∑
j

λi jβ j ∈ V . 由命题 6.3.1, {α ′i ⊗β ′j | i ∈

I, j ∈ J}是U⊗V 的一组基.

命题 6.3.3. 线性空间的张量积存在且在同构意义下唯一.

证明. 先证存在性. 实际上, 设线性空间 T 具有一组基 {γi j, i ∈ I, j ∈ J}. 定义双线性映射 ⊗:

U×V → T ,使得 (αi,β j)→ γi j. 则 T =U⊗V .

再证唯一性. 设 (T,⊗)与 (T ′,⊗′)是U 与 V 的张量积,定义映射 σ : T → T ′如下:

σ

(
∑

i
∑

j
λi jαi⊗β j

)
= ∑

i
∑

j
λi jαi⊗′ β j.

则 σ 是同构映射,且满足对任意 α ∈U, β ∈V , σ(α⊗β ) = α⊗′ β .

下面我们看几个线性空间张量积的例子.

例 6.3.1. 设 F 是域, U = Fm, V = Fn. 对 a = (a1,a2, . . . ,am)
T ∈U 及 b = (b1,b2, . . . ,bn)

T ∈V ,定

义

a⊗b =


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

amb1 amb2 · · · ambn

 .

显然, ⊗是双线性映射且 {ei j = ei⊗e j | 1≤ i≤m, 1≤ j≤ n}构成 Fm×n的一组基,故 Fm⊗Fn =

Fm×n.

例 6.3.2. 设 F [x]是域 F 上多项式全体构成的线性空间. 对 f ∈ F [x], g ∈ F [y],定义

( f ⊗g)(x,y) = f (x)g(y).

显然 ⊗是双线性映射, 且 {xi⊗ y j | i, j = 0,1,2, . . . ,}构成 F [x,y]的一组基. 因此, F [x]⊗F [y] =

F [x,y].

例 6.3.3. 设 U, V 是域 F 上的线性空间. 对 f ∈U∗, α ∈ V 以及任意 β ∈U,定义 ( f ⊗α)(β ) =
f (β )α ,故 f ⊗α ∈L (U,V )是U 到 V 上的线性映射. 下面定义双线性映射

⊗ : U∗×V 7→L (U,V ), ( f ,α)→ f ⊗α.

假设 {α1,α2, . . . ,αm} 是 U 的一组基, { f 1, f 2, . . . , f m} 是其对偶基, {β1,β2, . . . ,βn} 是 V 的一组

基. 则由 ( f i⊗β j)(αk) = δ i
kβ j 易知 { f i⊗β j | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}是 L (U,V )的一组基. 因此

U∗⊗V = L (U,V ). 我们有时候也用 Hom(U,V )表示L (U,V ).

例 6.3.4. 设U,V 是域 F 上的线性空间,对 f ∈U∗, g ∈V ∗,定义

( f ⊗g)(α,β ) = f (α)g(β ), α ∈U, β ∈V.
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则 f ⊗g ∈L (U,V ;F)是U×V 上双线性函数. 显然,

⊗ : U∗×V ∗→L (U,V ;F)

是双线性映射. 设 { f 1, f 2, . . . , f m} 是 U∗ 的一组基, {g1,g2, . . . ,gn} 是 V ∗ 的一组基. 则可证

{ f i⊗g j | 1≤ i≤ m, 1≤ j ≤ n}构成L (U,V ;F)的一组基. 因此U∗⊗V ∗ = L (U,V ;F).

定理 6.3.4 (向量空间张量积的泛性质). 设U, V, W 是域 F 上的线性空间,则对任意双线性映射

ϕ : U×V →W,存在唯一的线性映射 ψ : U⊗V →W 使得

ϕ(α,β ) = ψ(α⊗β ), α ∈U, β ∈V.

证明. 设 {αi | i ∈ I}是U 的一组基, {β j | j ∈ J}是V 的一组基. 定义线性映射 ψ : U⊗V →W 如

下

ψ(αi⊗β j) = ϕ(αi,β j), i ∈ I, j ∈ J.

则 ψ 满足要求,且满足要求的线性映射由其在基 αi⊗β j下的值唯一确定,即由 ϕ 唯一确定.

基于上述定理,我们给出线性空间张量积的若干性质.

命题 6.3.5. 线性空间的张量积在同构意义下是可交换的,即设U, V 是域 F 上的线性空间,则存

在唯一的同构映射

σ : U⊗V →V ⊗U

使得 σ(α⊗β ) = β ⊗α 对任意 α ∈U, β ∈V 成立.

证明. 映射 U ×V → V ⊗U , (α,β )→ β ⊗α 是双线性映射. 由定理 6.3.4, 存在唯一线性映射

σ : U ⊗V → V ⊗U 使得 σ(α⊗β ) = β ⊗α 对任意 α ∈U , β ∈ V 成立. 设 {αi | i ∈ I}是 U 的一

组基, {β j | j ∈ J}是 V 的一组基. 则 σ 将U⊗V 的一组基 {αi⊗β j | i ∈ I, j ∈ J}映射到 V ⊗U 的

一组基 {β j⊗αi | i ∈ I, j ∈ J},因而是同构映射.

需要说明的是,一般来说向量空间的张量积并不严格可交换,即一般地, U⊗V 6=V ⊗U .

命题 6.3.6. 向量空间的张量积满足结合律,即设 U, V, W 是域 F 上的线性空间,则存在唯一同

构映射

σ : (U⊗V )⊗W →U⊗ (V ⊗W )

它将 (α⊗β )⊗ γ 映射到 α⊗ (β ⊗ γ),其中 α ∈U, β ∈V, γ ∈W.

证明. 先证同构映射的存在性. 固定 γ ∈W ,映射

σγ : U×V →U⊗ (V ⊗W ), (α,β ) 7→ α⊗ (β ⊗ γ)

是双线性的. 由定理 6.3.4,存在线性映射

σ̃γ : U⊗V →U⊗ (V ⊗W ), α⊗β 7→ α⊗ (β ⊗ γ)

进而映射

(U⊗V )×W →U⊗ (V ⊗W ), (δ ,γ) 7→ σ̃γ(δ ), δ ∈U⊗V
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是双线性映射. 再次利用定理 6.3.4知存在线性映射

σ : (U⊗V )⊗W →U⊗ (V ⊗W ), (α⊗β )⊗ γ → α⊗ (β ⊗ γ).

设 {αi | i ∈ I} 是 U 的一组基, {β j | j ∈ J} 是 V 的一组基, {γk | k ∈ K} 是 W 的一组基. 则

σ 将 (U ⊗V )⊗W 的一组基 {(αi⊗ β j)⊗ γk | i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K} 映射到 U ⊗ (V ⊗W ) 的一组基

{αi⊗ (β j⊗ γk) | i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K},因而 σ 是同构映射,且是唯一的.

命题 6.3.7. 向量空间的张量积满足分配律,即存在满足如下条件的唯一同构映射

(1) (U ⊕V )⊗W ∼= (U ⊗W )⊕ (V ⊗W ), 映射将 (α,β )⊗ γ 映射到 (α ⊗ γ,β ⊗ γ), 这里 α ∈U,

β ∈V , γ ∈W.

(2) U ⊗ (V ⊕W ) ∼= (U ⊗V )⊕ (U ⊗W ), 映射将 α ⊗ (β ,γ) 映射到 (α ⊗β ,α ⊗ γ), 这里 α ∈U,

β ∈V , γ ∈W.

证明. 我们只简证 (1). (2)类似可证. 实际上,映射

(U⊕V )×W → (U⊗W )⊕ (V ⊗W ), ((α,β ),γ)→ (α⊗ γ,β ⊗ γ)

是双线性映射. 因此由定理 6.3.4,存在同构映射

(U⊕V )⊗W → (U⊗W )⊕ (V ⊗W ), (α,β )⊗ γ → (α⊗ γ,β ⊗ γ).

作为向量空间张量积的一个应用,我们来说明 V 上的 (p,q)型张量空间就是 V 与 V ∗ 的张

量积空间.

定理 6.3.8. 设 V 是域 F 上的线性空间, Tq
p(V )是 V 上 (p,q)型张量的全体构成的线性空间. 则

Tq
p(V )∼=V ∗⊗·· ·⊗V ∗︸ ︷︷ ︸

p

⊗V ⊗·· ·⊗V︸ ︷︷ ︸
q

.

证明. 对 p+ q 进行归纳. 当 p = 1, q = 0 时, T0
1(V ) 是 V 上线性函数全体, 即 V ∗. 当 p = 0,

q = 1时, T1
0(V )是 V ∗ 上线性函数全体,即 V ∗∗ ∼=V . 故 p+q = 1时,结论成立. 对 p+q = 2,由

例 6.3.4 , T0
2(V )∼=V ∗⊗V ∗;类似地, T2

0(V )∼=V ⊗V . 由例 6.3.3及例 6.2.4 , T1
1(V )∼=V ∗⊗V . 因此,

当 p+q = 2时,结论也成立. 下面假设 p+q≥ 3. 若 p≥ 2,由归纳假设

Tq
p−1(V )∼=V ∗⊗·· ·⊗V ∗︸ ︷︷ ︸

p−1

⊗V ⊗·· ·⊗V︸ ︷︷ ︸
q

.

由于映射

V ∗×Tq
p−1(V )→ Tq

p(V ), ( f ,T )→ f ⊗T

是双射 (这里 f 是 (1,0)型张量, T 是 (p−1,q)型张量,故 f ⊗T 是 (p,q)型张量),由定理 6.3.4

知,存在唯一线性映射

σ : V ∗⊗Tq
p−1(V )→ Tq

p(V ), f ⊗T → f ⊗T,
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这里前一个 f ⊗ T 是张量积空间 V ∗⊗Tq
p−1(V ) 的一个元素, 后一个 f ⊗ T 是指 (p,q) 型张量.

下证 σ 是一一映射. 实际上,设 {α1,α2, . . . ,αn}是 V 的一组基, { f 1, f 2, . . . , f n}是其对偶基,则

σ 的像空间包含元素 f i1 ⊗ ·· ·⊗ f ip ⊗α j1 ⊗ ·· ·⊗α jq , 这里 1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n, 它们构成

Tq
p(V )的一组基,从而 σ 是满射. 另一方面, dim(V ∗⊗Tq

p−1(V )) = dimTq
p(V ) = np+q,因此 σ 是

单射,进而是是同构映射. 由归纳假设及张量积的结合律,知结论成立.

对 q≥ 2,类似可证.

最后我们引入算子的张量积.

定义 6.3.2 (算子的张量积). 设U,V 是域 F 上的线性空间, A 是U 上的线性算子, B 是 V 上的

线性算子. A 与B的张量积定义为

(A ⊗B)(α⊗β ) = (A α)⊗ (Bβ ), ∀α ∈U, β ∈V. (6.37)

命题 6.3.9. 设U,V 是域 F 上的线性空间, A 是U 上的线性算子, B是 V 上的线性算子. 则 A

与B的张量积 A ⊗B为U⊗V 上的线性算子.

证明. 显然映射

U×V →U⊗V : (α,β ) 7→ (A α)⊗ (Bβ )

是双线性的. 由定理 6.3.4,存在U⊗V 上唯一线性算子 A ⊗B满足 (6.37).

关于线性算子的张量积有以下结论,请读者自己完成证明.

命题 6.3.10. 设 A , B, C , D 是线性算子, λ ∈ F 是数,则

(1) (A ⊗B)(C ⊗D) = A C ⊗BD;

(2) (A +B)⊗C = A ⊗C +B⊗C ;

(3) A ⊗ (B+C ) = A ⊗B+A ⊗C ;

(4) A (λB) = λA ⊗B = λ (A ⊗B).

下面给出算子张量积的矩阵形式.设 {α1,α2, . . . ,αm}是线性空间U的一组基, {β1,β2, . . . ,βn}
是线性空间 V 的一组基, 则 {αi⊗ β j | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} 是 U ⊗V 的一组基. 再设 U 上

的线性算子 A 在基 {α1,α2, . . . ,αm} 下的矩阵为 A = (ai j) ∈ Fm×m, V 上的线性算子 B 在基

{β1,β2, . . . ,βn}下的矩阵为 B = (bi j) ∈ Fn×n,即

A αk = ∑
i

aikαi, Bβl = ∑
j

b jlβ j.

于是

(A ⊗B)(αk⊗βl) = (A αk)⊗ (Bβl) = ∑
i, j

aikb jlαi⊗β j.

这样 A ⊗B在基 {αi⊗β j | 1≤ i≤ m, 1≤ j ≤ n}下的矩阵为
a11B a12B . . . a1mB

a21B a22B . . . a2mB
...

...
...

...

am1B am2B . . . ammB.

 ∈ Fmn×mn.
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上述矩阵称为矩阵 A与 B的 Kronecker积或张量积. 实际上, A与 B不一定需要是方阵.

定义 6.3.3. 设 A = (ai j) ∈ Fm×n, B = (bkl) ∈ F p×q. A与 B的 Kronecker积定义为

A⊗B =


a11B a12B . . . a1nB

a21B a22B . . . a2nB
...

...
...

...

am1B am2B . . . amnB.

 ∈ Fmp×nq. (6.38)

由上面的推导有,

命题 6.3.11. 设 {α1, . . . ,αm} 是线性空间 U 的一组基, 线性算子 A 在此基下的矩阵为 A. 设

{β1, . . . ,βn}是线性空间 V 的一组基,线性算子B 在此基下的矩阵为 B. 则 A ⊗B 在U ⊗V 的

基 {αi⊗β j | 1≤ i≤ m, 1≤ j ≤ n}下的矩阵为 A⊗B.

例 6.3.5. 设 a = (a1,a2, . . . ,am)
T 与 b = (b1,b2, . . . ,bn)

T 分别是 m维与 n维列向量. 将它们分别

看成 m×1阶及 n×1阶矩阵,则

a⊗b = (a1b1, . . . ,a1bn, . . . . . . ,amb1, . . . ,ambn)
T . (6.39)

若 a = (a1,a2, . . . ,am)是 m维行向量,并将它视为 1×m阶矩阵,则

a⊗b =


a1b1 a2b1 · · · amb1

a1b2 a2b2 · · · amb2
...

... · · ·
...

a1bn a2bn · · · ambn

 . (6.40)

这个例子表明, 将 m维向量看成 1×m阶矩阵还是 m× 1阶矩阵, 其与另一个向量的张量积并

不相同.

命题 6.3.12. 矩阵的 Kronecker积满足以下性质:

(1) (A⊗B)⊗C = A⊗ (B⊗C);

(2) (A⊗B)(C⊗D) = (AC)⊗ (BD);

(3) (A⊗B)T = AT ⊗BT ;

(4) det(A⊗B) = (det(A))n(det(B))m;这里 A,B分别为 m,n阶方阵.

(5) Tr(A⊗B) = Tr(A) ·Tr(B);这里 A,B为方阵.

(6) rank(A⊗B) = rank(A) · rank(B).

证明. 设矩阵 A = (ai j) ∈ FrA×cA ,用 ai 表示 A的第 i列. 其它矩阵类似表示. 再用 ei 表示单位坐

标向量 (维数可以不同). 则容易验证,

A⊗B = (a1⊗b1, · · · ,a1⊗bcB , · · · ,acA⊗b1, · · · ,acA⊗bcB),
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(A⊗B)(v⊗w) = (Av)⊗ (Bw),

其中 v,w为任意向量. 特别地,

(A⊗B)(ei⊗ e j) = (Aei)⊗ (Be j) = ai⊗b j.

(1) 直接验证可知, (A⊗B)⊗C及 (A⊗B)⊗C的第 k+( j−1)cC +(i−1)cBcC 列均为 ai⊗b j⊗
ck = (ai⊗b j)⊗ ck = ai⊗ (b j⊗ ck). 故等式成立.

(2) 由于

(A⊗B)(C⊗D)(ei⊗ e j) = (A⊗B)(Cei⊗De j) = (ACei)⊗ (BDe j),

((AC)⊗ (BD))(ei⊗ e j) = (ACei)⊗ (BDe j).

即等式 (2)两边方阵的各列相同,故等式成立.

(3) 直接验证即可.

(4) 设 A,B分别为 m,n阶方阵,则

det(A⊗B) = det((A⊗ In)(Im⊗B)) = det(A⊗ In)det(In⊗B) = (detA)m(detB)n.

(5) 设 A,B分别为 m,n阶方阵,则

Tr(A⊗B) = a11Tr(B)+a22Tr(B)+ · · ·+ammTr(B) = Tr(A) ·Tr(B).

(6) 设 rank(A)= r, rank(B)= s.则存在可逆方阵 P1,Q1及 P2,Q2使得 A=P1Λ1Q1, B=P2Λ2Q2,

这里 Λ1 = diag(Ir,O), Λ2 = diag(Is,O). 于是

A⊗B = (P1⊗P2)(Λ1⊗Λ2)(Q1⊗Q2).

由于 Pi,Qi, i = 1,2可逆,由 (4)知, P1⊗P2 与 Q1⊗Q2 均可逆. 于是

rank(A⊗B) = rank(Λ1⊗Λ2) = rs = rank(A) · rank(B).

习题 6.3

习题 1. 用 F [x1, . . . ,xm]表示以 x1, . . . ,xm为变元的多元多项式全体构成的线性空间. 证明:

F [x1, . . . ,xm,y1, . . . ,yn] = F [x1, . . . ,xm]⊗F [y1, . . . ,yn].

习题 2. 用 Fn[x]表示次数不超过 n的多项式全体构成的线性空间. 求 Fm[x]⊗Fn[y].

习题 3. 设 V 是数域 F 上线性空间, K 是 F 的扩域. 将 K 视为 F 上线性空间,则 V (K) = K⊗V

是 F 上线性空间. 对 V (K)中元素定数乘为 λ (µ⊗α) = (λ µ)⊗α ,这里 λ ,µ ∈ K, α ∈V . 证明在

上述运算下, V (K)是 K 上的线性空间.

习题 4. 设 V 是有限维线性空间. 证明:T2
0(V )∼=V ⊗V .
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习题 5. 设 V1, . . . , Vm, U 是数域 F 上的线性空间. 用 Hom(V1, . . . ,Vm;U) 表示 m 重线性映射

V1×·· ·×Vm 7→U 全体构成的线性空间. 证明:

(1) Hom(V1, . . . ,Vk;U)∼= Hom(V1⊗·· ·⊗Vk;U);

(2) Hom(V1, . . . ,Vk;U)∼=V ∗1 ⊗·· ·⊗V ∗k ⊗U;

(3) (V1⊗·· ·⊗Vk)
∗ ∼=V ∗1 ⊗·· ·⊗V ∗k .

习题 6. 设 Fn[x] 是次数不超过 n 的多项式全体构成的线性空间, ( f ⊗ g)(x,y) = f (x)g(y), A :

f (x) 7→ f ′(x), B : f (x) 7→ x f ′(x)− f (x). 计算 A ⊗B.

习题 7. 设 A ,B是 V 上线性算子. 若 A ,B均可以对角化,则 A ⊗B也可以对角化.

习题 8. 设 V 是有限维线性空间. 证明: (Tq
p(V ))∗ ∼= Tp

q(V ).

习题 9. 证明命题 6.3.10.

习题 10. 设 A,B,C为矩阵, λ ,µ 为常数. 证明: (λA+µB)⊗C = λA⊗C+µB⊗C.

习题 11. 证明: (A⊗B)+ = A+⊗B+,这里 A+是 A的 Moore-Penrose广义逆.

习题 12. 证明: vec(ABC) = (CT ⊗A)vec(B),这里 vec(A)是将矩阵 A按列转换为列向量.

习题 13. 设 A,B,C为已知矩阵, X 为未知矩阵. 则矩阵方程 AXB =C等价于线性方程组 (BT ⊗
A)vec(X) = vec(C).

习题 14. 挪自第三章第五节：设实数方阵 A =


B I I

I B I

I I B

,其中 B =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

. 试求 A的特

征多项式与最小多项式.

6.4 坐标张量的运算

本节我们关注坐标张量的运算问题.

6.4.1 张量的基本运算

坐标张量是数组向量与矩阵的高维推广. 设 F 是域, 一个 N 阶张量 T = (Ti1···iN ) 是由

I1I2 · · · IN 个数 Ti1···iN ∈ F (1 ≤ ik ≤ Ik, k = 1,2, . . . ,N) 在 N 维空间中排成的超长方体阵列, 也

就是一个 N 维的超矩阵. 这里每一个指标 k (1≤ k≤ N)对应一个模式 (mode),模式 k的大小为

Ik. 张量 T 的维数定义为 I1× I2× . . .× IN . 我们用 F I1×I2×...×IN 表示 I1× I2× . . .× IN 维坐标张量

的全体. 例如, n维数组向量是维数为 n的一阶张量; 矩阵 A = (ai j)m×n 就是维数为 m× n的二

阶张量. 一个三阶张量如图 6.1所示.

对 T = (Ti1,··· ,iN ) ∈ F I×I×...×I , 如果 Ti1,...,iN = Tσ(i1),...,σ(iN) 对任意置换变换 σ 成立, 则称 T

为对称张量. 如果 Tσ(i1),...,σ(iN) = sgn(σ)Ti1,...,iN ,其中 sgn(σ)是排列 σ(i1), . . . ,σ(iN)的符号,则
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图 6.1: 一个三阶张量 T ∈ F I×J×K

称 T 为反对称张量. 如果除 i1 = i2 = . . . = iN 外, Ti1,...,iN = 0, 则称 T 为对角张量. 特别地, 当

Ti,...,i = 1, i = 1,2, . . . , I,其他 Ti1···iN = 0时, T 称为单位张量.

对两个同维数的坐标张量 S = (Si1,··· ,iN ),T = (Ti1,··· ,iN ) ∈ F I1×I2×...×IN ,定义张量的加法

S+T = (Si1,··· ,iN +Ti1,··· ,iN ) (6.41)

及数乘

λT = (λSi1,··· ,iN ). (6.42)

显然, 张量的加法与数乘运算满足向量的加法与数乘一样的基本性质, 并且在上述线性运算法

则下, F I1×I2×...×IN 构成一个 I1 · I2 · . . . · IN 维的线性空间.

定义 6.4.1. 对张量

S = (Si1,...,iN ) ∈ F I1×...×IN , T = (Tj1,..., jN′ ) ∈ FJ1×···×JN′ ,

定义 S与 T 的张量积为张量

R = S⊗T = (Si1,...,iN Tj1,..., jN′ ) ∈ F I1×···×IN×J1×···×JN′ . (6.43)

例 6.4.1. 设 a(i) = (a1
i ) ∈ F Ii , i = 1, . . . ,r,则

a(1)⊗·· ·⊗a(r) = (a1
i1 · · ·a

r
ir) ∈ F I1×···×Ir .

特别地,对向量 a = (ai) ∈ Fm 及 b = (b j) ∈ Fn,将它们视为一阶张量,则它们的张量积为

a⊗b =


a1b1 · · · a1bn
...

. . .
...

amb1 · · · ambn

 . (6.44)

注记. 注意这里的定义与 (6.38)式给出的定义有所不同. 在那里, 只给出了两个矩阵的张量积,

向量的张量积是将向量视为矩阵而定义的张量积. 这样行向量与列向量是有区别的. 而在这里,

向量都视为一阶张量,其张量积与向量是行向量还是列向量无关.

张量积运算满足以下性质.

命题 6.4.1. 设 S,T,U 是张量.
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(1) 结合律 (S⊗T )⊗U = S⊗ (T ⊗U).

(2) 分配律 若 S,T 为同维数的同阶张量, λ ,µ ∈ F,则

(λS+µT )⊗U = λS⊗U +µT ⊗U, U⊗ (λS+µT ) = λU⊗S+µU⊗T.

证明. 直接验证.

需要注意张量运算和矩阵乘法运算一样,满足结合律与分配律,但一般不满足交换律.

定义 6.4.2. 设张量 S = (Si1···iN j1··· jL) ∈ F I1×···×IN×J1×···×JL , T = (Tj1··· jLk1···kM) ∈ FJ1×···×JL×K1×···×KM ,

定义 S与 T 关于公共指标 j1, . . . , jL 的收缩为

R = 〈S,T 〉= (Ri1···iNk1···kM) ∈ F I1×···×IN×K1×···×KM , (6.45)

其元素

Ri1···iNk1···kM =
J1

∑
j1=1
· · ·

JL

∑
jL=1

Si1···iN j1··· jLTj1··· jLk1···kM . (6.46)

例 6.4.2. 我们给出张量收缩的两个例子.

(1) 矩阵乘法. 设 A = (ai j) ∈ Fm×n, B = (b jk) ∈ Fn×p. 则矩阵乘积 AB就是张量 A, B关于指标

j的收缩.

(2) 设 A = (ai jk) ∈ Fm×n×p, B = (b jk) ∈ Fn×p. 则 A,B关于指标 j,k的收缩为 C = (ci) ∈ Fm,这

里 ci =
n
∑
j=1

p
∑

k=1
ai jkb jk, i = 1,2, . . . ,m.

定义 6.4.3. 设 S = (Si1···iN ), T = (Ti1···iN ) ∈ RI1×···×IN . 张量 S与 T 的内积就是它们关于公共指标

i1, · · · , iN 的收缩:

〈S,T 〉=
I1

∑
i1=1

. . .
IN

∑
iN=1

Si1,··· ,iN ·Ti1,··· ,iN . (6.47)

在上述内积下, RI1×I2×...×IN 构成一个欧氏空间,其中张量的模长为

||T ||=
√
〈T,T 〉=

(
I1

∑
i1=1

. . .
IN

∑
iN=1

T 2
i1,··· ,iN

)1/2

. (6.48)

上式又称为张量 T 的 Frobenius范数,记为 ||T ||F .

除了 Frobenius范数,张量还有其它范数. 范数刻画了张量的大小.

定义 6.4.4. 设 T = (Ti1···iN ) ∈ F I1×···×IN ,其中 F = R或者 C. 定义 T 的 p范数为

||T ||p =

(
I1

∑
i1=1

. . .
IN

∑
iN=1
|Ti1,··· ,iN |p

)1/p

. (6.49)

特别地, ||T ||∞ = maxi1,··· ,iN |Ti1,··· ,iN |.
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6.4.2 张量的矩阵化

对张量进行处理的一种方法是将它转换为矩阵,然后用矩阵理论进行处理与分析. 本节将

介绍如何将一个张量转换为矩阵的形式. 为此,先介绍几个基本概念,并以三阶张量为例加以说

明.

给定一个 N 阶张量 T = (Ti1···iN ) ∈ F I1×···×IN ,固定其部分指标可以从中提出低阶的张量.

T 的一个纤维 (fiber) 指固定 T 的 N− 1 个指标所得到的向量. 例如, 设 T ∈ F I×J×K , 则 T

的纤维有: 模式-1纤维 T: jk = (T1 jk, . . . ,TI jk) ∈ F I ,模式-2纤维 Ti:k = (Ti1k, . . . ,TiJk) ∈ FJ 及模式-3

纤维 Ti j: = (Ti j1, . . . ,Ti jK) ∈ FK ,它们分别是 I, J, K 维向量. 如果 T 是一个矩阵,则 T 的纤维就

是 T 的行向量与列向量. 图 6.2给出了纤维的示意图.

T 的一个切片 (slice)指固定 T 的N−2个指标所得到的矩阵.例如,对三阶张量 T ∈F I×J×K ,

T 的切片有: 水平片 Ti:: = (Ti jk) ∈ FJ×K ,侧面片 T: j: = (Ti jk) ∈ F I×K ,正面片 T::k = (Ti jk) ∈ F I×J .

为方便起见,通常将三阶张量的正向片 T::k 简记为 Tk. 图 6.3给出了张量切片的示意图.

(a) T: jk (b) Ti:k (c) Ti j:

图 6.2: 一个三阶张量 T 的纤维示意图.

(a) Ti:: (b) T: j: (c) T::k

图 6.3: 一个三阶张量 T 的切片意图.

根据提取的低阶张量的结构,可以定义对应张量的部分结构. 例如,设 T ∈ F I×J×K ,如果对

每个 k (1≤ k≤ K), T::k 都是对称方阵 (从而 I = J),则称 T 沿模式 1与 2对称,或正面对称;如果

对每个 k (1≤ k ≤ K), T::k 都是对角阵 (从而 I = J),则称 T 沿模式 1与 2对角,或正面对角.

我们以一个例子说明上述概念.
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例 6.4.3. 设 T ∈ R3×3×3为三阶张量,且其正面片分别为

T::1 =


1 2 1

2 1 1

1 1 2

 , T::2 =


2 0 1

0 2 0

1 0 2

 , T::3 =


3 1 2

1 2 1

2 1 1

 .

则 T 是正面对称的,其水平片为

T1:: =


1 2 3

2 0 1

1 1 2

 , T2:: =


2 0 1

1 2 2

1 0 1

 , T3:: =


1 1 2

1 0 1

2 2 1

 .

T 的侧面片为

T:1: =


1 2 3

2 0 1

1 1 2

 , T:2: =


2 0 1

1 2 2

1 0 1

 , T:3: =


1 1 2

1 0 1

2 2 1

 .

模式-1纤维 T:21 = (2,1,1)T ,模式-2纤维 T2:2 = (0,2,0)T ,模式-3纤维 T13: = (1,1,2)T .

为了便于张量的运算,我们介绍如何将一个张量矩阵化,也称为张量的展开 (unfolding)或

摊平 (flatenning).

定义 6.4.5. 设 T = (Ti1···iN ) ∈ F I1×···×IN . 张量 T 的模式-n展开是指,以 T 的模式-n纤维为列构成

的矩阵,记为 T(n). 具体来说,模式-n矩阵化将张量元素 Ti1···iN 转化为矩阵 T(n) 的 (in, j)元素,即

T(n)(in, j) = Ti1···iN ,这里

j = i1 · · · in−1in+1 · · · iN = 1+
N

∑
k=1,k 6=n

(ik−1)Lk, Lk =
k−1

∏
m=1,m 6=n

Im, (6.50)

T(n) ∈ F In×Jn , Jn = I1 · · · In−1In+1 · · · IN .

例 6.4.4. 设 T ∈ F3×4×2, T 的正面片为

T1 = T::1 =


1 4 7 10

2 5 8 11

3 6 9 12

 , T2 = T::2 =


13 16 19 22

14 17 20 23

15 18 21 24

 .

则 T 沿模式-1,模式-2,模式-3的矩阵化分别为:

T(1) =


1 4 7 10 13 16 19 22

2 5 8 11 14 17 20 23

3 6 9 12 15 18 21 24

 ∈ F3×8,

T(2) =


1 2 3 13 14 15

4 5 6 16 17 18

7 8 9 19 20 21

10 11 12 22 23 24

 ∈ F4×6,
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T(3) =

(
1 2 3 4 · · · 12

13 14 15 16 · · · 24

)
∈ F2×12.

将张量矩阵化后可以进一步向量化. 例如,本例中的张量 T 可以向量化为

vec(T ) = (1,2, . . . ,23,24)T .

定义 6.4.6. 设 T ∈ F I1×···×IN 是一个张量, U ∈ FJ×In 是一个矩阵. 定义 T 与 U 的模式-n乘积为
一个 I1×·· ·× In−1× J× In+1×·· ·× IN 维的张量,记为 T ×n U . 具体地说,

(T ×n U)i1,...,in−1, j,in+1,...,in =
In

∑
in=1

Ti1···in···iN u jin . (6.51)

上述定义的意义是, 用矩阵 U 乘每个模式-n的纤维向量即得到乘积张量的模式-n纤维向

量,也就是

S = T ×n U ⇔ S(n) =UT(n). (6.52)

例 6.4.5. 设 T 同例 6.4.4, U =

(
1 3 5

2 4 6

)
. 则 S = T ×1 U ∈ F2×4×2. 其中

S1 = S::1 =UT1 =

(
22 49 76 103

28 64 100 136

)
,

S2 = S::2 =UT2 =

(
130 157 184 211

172 208 244 280

)
.

关于模式-n的张量乘积有以下性质,请读者自己证明.

命题 6.4.2. 设 T 为张量, A,B为矩阵. 则

(1) T ×m A×n B = T ×n B×m A, m 6= n.

(2) T ×n A×n B = T ×n (BA).

基于模式-n 乘积, 类似张量与矩阵的乘积, 可以定义张量与向量的乘积. 设 T ∈ F I1×···×IN ,

v = (v1, . . . ,vIn) ∈ F In . 则 T 与 v的模式-n乘积为一个 N−1阶 I1× In−1× In+1 · · · IN 维的张量,记

为 T ×̄nv. 其中

(T ×̄nv)i1,...,in−1,in+1,...,iN =
In

∑
in=1

Ti1···in···iN vin . (6.53)

显然,类似于 (6.52),有

S = T ×̄nv⇔ vec(S)T = v ·T(n).

例 6.4.6. 设 T 同例 6.4.4, v = (1,2,3,4). 则

T ×̄2v =


70 190

80 200

90 210

 .
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最后为了后面计算的需要,我们给出矩阵的另外两种乘积运算.

定义 6.4.7. 设 A ∈ F I×K , B ∈ FJ×K . 定义 A与 B的 Khatri-Rao积为

A�B = (a1⊗b1,a2⊗b2, · · · ,aK⊗bK) ∈ F IJ×K , (6.54)

其中 ai,bi分别是矩阵 A,B的第 i列 (i = 1,2, . . . ,K), ai⊗bi是由 (6.39)式定义的 IJ维列向量.

容易看出,当 K = 1时, A�B = A⊗B.

定义 6.4.8. 设 A = (ai j),B = (bi j) ∈ F I×J . 定义 A与 B的 Hadamard积为

A∗B = (ai jbi j) ∈ F I×J. (6.55)

命题 6.4.3. 矩阵的 Khatri-Rao与 Hadamard乘积运算满足下列等式:

(1) A�B�C = (A�B)�C = A� (B�C);

(2) (A�B)T (A�B) = AT A∗BT B;

(3) (A⊗B)(C�D) = AC�BD;

(4) (A�B)+ = ((AT A)∗ (BT B))+(A�B)T .

这里 A+是 A的 Moore-Penrose广义逆.

证明. 用 ai,bi,ci,di分别表示矩阵 A,B,C,D的列, i = 1,2, . . . ,n.

(1) 直接由定义验证,并利用 ai⊗bi⊗ ci = (ai⊗bi)⊗ ci = ai⊗ (bi⊗ ci).

(2) 由定义, A�B = (a1⊗b1, . . . ,an⊗bn). 于是矩阵 (A�B)T (A�B)的 (i, j)元素为

(ai⊗bi)
T (a j⊗b j) = (aT

i ⊗bT
i )(a j⊗b j) = (aT

i a j)⊗ (bT
i b j) = (aT

i a j)(bT
i b j).

而 AT A与 BT B的 (i, j)元素分别为 aT
i a j 与 bT

i b j. 于是 (2)式成立.

(3) 直接验证得

(A⊗B)(C�D) = (A⊗B)(c1⊗d1, . . . ,cn⊗dn)

= (Ac1⊗Bd1, . . . ,Acn⊗Bdn) = (AC)� (BD).

(4) 由 (2)式及 (XT X)+XT = X+, (4)式右端为

((A�B)T (A�B))+(A�B)T = (A�B)+.
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6.4.3 张量的秩与张量分解

本小节介绍张量的秩及张量的分解. 张量分解在数据处理中有十分广泛的应用.

定义 6.4.9. 设 T = (Ti1,··· ,iN ) ∈ F I1×...×IN . 若存在 a(i) ∈ F Ii , i = 1,2, . . . ,N 使得

T = a(1)⊗·· ·⊗a(N),

则称 T 为可分解的张量. 如果所有 a(i) 6= 0, i = 1,2, . . . ,N,则称张量 T 的秩为 1. 一般地,设 T 具

有如下分解

T =
r

∑
i=1

a(1)i ⊗·· ·⊗a(N)
i , a( j)

i ∈ F I j , j = 1,2, . . . ,N, (6.56)

则满足上述分解的最小非负整数 r 称为张量 T 的秩, 称张量 T 的上述分解为 CP 分解, 记为

T = [[A(1),A(2), . . . ,A(N)]]. 这里矩阵 A( j) = (a( j)
1 , . . . ,a( j)

r ) ∈ F I j×r, j = 1,2, . . . ,N 称为因子矩阵.

(6.56)的分量形式是:

Tj1··· jN =
r

∑
i=1

a(1)i j1 a(2)i j2 · · ·a
(N)
i jN , (6.57)

其中 a( j)
i = (a( j)

i1 ,a( j)
i2 , . . .a( j)

iI j
).

当 N = 3时,分解式(6.56)等价于矩阵表示

T(1) = A(1)(A(3)�A(2))T ,

T(2) = A(2)(A(3)�A(1))T , (6.58)

T(3) = A(3)(A(2)�A(1))T .

或等价地写成

Tk = T::k = A(1)D(k)(A(2))T , D(k) = diag(A(3)
k: ), k = 1,2, . . . , I3. (6.59)

当 F = R时,我们可以将分解式(6.56)中的向量 a( j)
i 单位化,从而将分解式改写为

T =
r

∑
i=1

λia
(1)
i ⊗·· ·⊗a(N)

i , (6.60)

其中 λi ∈ R, i = 1,2, . . . ,r. 上式的矩阵形式是

T(n) = A(n)Λ(A(N)�·· ·�A(n+1)�A(n−1)�·· ·�A(1))T , (6.61)

其中 Λ = diag(λ1, . . . ,λr).

注意到矩阵 A的秩为 r当且仅当 r是最小的整数使得 A是 r个秩 1矩阵之和. 这说明高阶

张量的秩是矩阵秩的概念的推广. 然而,高阶张量的秩与矩阵的秩有不同之处. 首先,高阶张量

的秩可能与域有关. 考察三阶张量 T ∈ R2×2×2,其中 T1 =

(
1 0

0 1

)
, T2 =

(
0 1

−1 0

)
. 可以证明, T

的秩在实数域 R与复数域 C上分别为 3与 2. 事实上,在 R上, T 有分解 T = [[A(1),A(2),A(3)]],

其中因子矩阵

A(1) =

(
1 0 1

0 1 −1

)
, A(2) =

(
1 0 1

0 1 1

)
, A(3) =

(
1 1 0

−1 1 1

)
.
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而在复数域上,因子矩阵为

A(1) =
1√
2

(
1 1

−i i

)
, A(2) =

1√
2

(
1 1

i −i

)
, A(3) =

(
1 1

i −i

)
.

高阶张量秩与矩阵秩的另一个不同点是, 没有直接计算张量秩的方法, 这是一个 NP 难的

问题. 实际中,都是通过不同的 r尝试去数值拟合张量得到一个估计值. 还有一点区别是,高阶

张量的秩-1分解一般具有唯一性,而矩阵的秩-1分解一般没有唯一性.

定理 6.4.4. N 阶张量 T 的分解式(6.56)唯一的一个充分条件是

N

∑
i=1

kA(i) ≥ 2r+N−1,

这里 kA 表示矩阵 A的k-秩,即 kA = max{k | A的任意 k列都线性无关}.

证明. 结论的证明并不平凡,请参阅 Sidiropoulos- Bro ([17]).

这里要说明一下张量分解唯一的含义. 首先, 要不计 a( j)
i , j = 1,2, . . . ,N 的排序. 因为它们

排序的变化不改变分解结果. 其次,不考虑向量 a( j)
i , j = 1,2, . . . ,N 的伸缩. 实际上,将 a( j)

i 乘一

个非零因子 µ j 得 µ ja
( j)
i . 如果 µ1 · · ·µN = 1,则分解仍然不变.

接下来我们介绍张量的另一种重要分解: Tucker分解.

定义 6.4.10 (Tucker分解). 设 T = (Ti1···iN ) ∈ F I1×I2×···×IN 为 N 阶张量,如果 T 可以写成

T = G×1 A(1)×2 A(2) · · ·×N A(n), (6.62)

其中 G = (G j1··· jN ) ∈ FJ1×J2×···×JN , A(i) = (a(i)kl ) ∈ F Ii×Ji 为因子矩阵, i = 1,2, . . . ,N,则称上式为张

量 T 的 (J1,J2, . . . ,JN)-Tucker分解,简记为 T = [[G;A(1),A(2), · · · ,A(N)]],而 G称为 T 的核.

分解式(6.62)的分量形式是

Ti1···iN =
J1

∑
j1=1
· · ·

JN

∑
jN=1

G j1··· jN a(1)i1 j1a(2)i2 j2 · · ·a
(N)
iN jN . (6.63)

矩阵形式是

T(n) = A(n)G(n)(A
(N)�·· ·�A(n+1)�A(n−1)�·· ·�A(1))T . (6.64)

在上述定义中,当张量定义在实数域上时,矩阵 A(i) 通常都取为列正交阵. 因此,高阶张量

的 Tucker分解可以视为矩阵奇异值分解的高维推广. 不过这里的核 G是一个同阶的张量,它本

身并没有具体表达形式, 只是希望它尽量简单. 容易看出, 当 G 是一个对角张量, 且 J1 = J2 =

. . .= JN 时,张量的 Tucker分解退化为 CP分解. 还有一些情形,可以设置 Tucker分解的某些因

子矩阵 A(i)为单位阵.

Tucker分解显然缺乏唯一性. 以三阶张量为例,设 T ∈ F I×J×K 具有以下分解

T = G×1 A×2 B×3 C = [[G;A,B,C]],
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其中 A ∈ F I×P, B ∈ FJ×Q, C ∈ FK×R, G ∈ FP×Q×R. 设 U ∈ FP×P, V ∈ FQ×Q, R ∈ FR×R 是可逆方

阵,则 T 有另一个分解

T = [[G×1 U×2 V ×3 W ;AU−1,BV−1,CW−1]].

张量 Tucker 分解的不唯一性可以使我们选取恰当的因子矩阵使得核张量尽量简单, 比如让核

张量具有尽量多的零,或非对角元绝对值尽量小等.

定义 6.4.11. 设 T ∈ F I1×I2×···IN 是 N 阶张量. 对于整数 n (1≤ n≤ N), T 的 n-秩指 T 的模式-n矩

阵 T(n)的列秩,记为 Rn := rank n(T ). 称 (R1,R2, . . . ,RN)为 T 的多重秩.

显然, Rn ≤ In, n = 1,2, . . . ,N. 对任意张量 T ,其 (R1,R2, . . . ,RN)-Tucker分解可以精确计算出

来. 但一般地, (R1,R2, . . . ,RN)-Tucker分解的计算就比较复杂,本书不再赘述.

6.4.4 张量的特征值与奇异值

我们知道,矩阵的特征值与奇异值是刻画矩阵非常重要的量. 本小节,我们将这些概念推广

到高阶张量. 为此,我们先引进一些记号.

设 T = (Ti1···iN ) ∈CI1×···×IN 是 N阶张量, A(k) = (a(k)i j ) ∈CIk×Jk , k = 1,2, . . . ,N是 N个矩阵. 定

义

T (A(1), . . . ,A(N)) :=

(
I1

∑
i1=1
· · ·

IN

∑
iN=1

Ti1···iN a(1)i1 j1 · · ·a
(N)
iN jN

)
∈ CJ1×···×JN . (6.65)

容易看出,

T (A(1), . . . ,A(N)) = T ×1 (A(1))T ×2 (A(2))T ×·· ·× (A(N))T .

类似地,设 xk = (x(k)i ) ∈ CIk , k = 1,2, . . . ,N 是 N 个向量. 定义

T (x1, . . . ,xN) :=
I1

∑
i1=1
· · ·

IN

∑
iN=1

Ti1···iN x(1)i1 · · ·x
(N)
iN . (6.66)

显然, T (x1, . . . ,xN)是 N 重线性函数,并且也可以写成

T (x1, . . . ,xN) = T ×̄1x1×̄2x2 · · · ×̄NxN .

一般地,张量既可以与一些矩阵相乘,也可以与一些向量相乘. 例如,

T (A(1), . . . ,A(k),xk+1, . . . ,xN) :=

(
I1

∑
i1=1
· · ·

IN

∑
iN=1

Ti1···iN a(1)i1 j1 · · ·a
(k)
ik jk x

(k+1)
ik+1
· · ·x(N)

iN

)
.

容易验证,多重线性函数 T (x1, . . . ,xN)关于 xk 的梯度为

∇xk T (x1, . . . ,xN) := T (x1, . . . ,xk−1, I(Ik),xk+1, . . . ,xN). (6.67)

其中 I(Ik)指 Ik 阶单位阵.

特别地,设 T ∈ Cn×···×n 是 N 阶对称张量,则

∇Tx(x, . . . ,x) := N ·T (I(n),x, . . . ,x). (6.68)

并且

T (I(n),x, . . . ,x) = T (x, . . . , I(n), . . . ,x).
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定义 6.4.12. 设 T ∈ Cn×···×n 是 N 阶对称张量. 若存在非零单位向量 x ∈ Cn及数 λ ∈ C使得

T (I(n),x, . . . ,x) = λϕp−1(x), (6.69)

这里

ϕp(x) = (sgn(x1)x
p
1 , . . . ,sgn(xn)xp

n)
T ,

sgn是符号函数,则称 λ 与 x分别为 T 的 lp特征值与 lp 特征向量.

上述定义中, p = 2及 p = N 是两个特别重要的情形. 实际上, l2 特征值问题可以表示为

T (I(n),x, . . . ,x) = λx, (6.70)

且 ||x||2 = 1.

lN (N 为偶数)特征值问题由下式刻画

T (I(n),x, . . . ,x) = λxN−1, (6.71)

这里 xN−1 = (xN−1
1 , . . . ,xN−1

n )T . 注意,在这里 ||x||N = 1自动满足.

例 6.4.7. 设 T = (Ti1i2i3i4) ∈ R2×2×2×2 是一个 4阶对称张量,其中 T1111 = A2222 = 1, T2211 = 1/3,

T 的其它元素为零. 求 T 的 l4特征值与特征向量.

解. 设 λ 为 T 的特征值, x = (x1,x2)
T 为对应特征向量. 在 l4范数下,特征方程为

x3
1 + x1x2

2 = λx3
1, x2

1x2 + x3
2 = λx3

2.

从中消去 λ 得
x1x2(x2

1− x2
2)(x

2
1 + x2

2) = 0.

由此解得 T 的 6个特征值及其对应的特征向量: λ1 = λ2 = 1, x(1) = (1,0)T , x(2) = (0,1)T ; λ3 =

λ4 = 2, x(3) = (1,1)T , x(4) = (1,−1)T ; λ5 = λ6 = 0, x(5) = (1, i)T , x(6) = (1,−i)T .

张量 T 的特征值与特征向量与多项式 p(x) = T (x,x, . . . ,x)在约束 ||x|| = 1下的极值有密

切联系.

命题 6.4.5. 设 T ∈ Rn×···×n是 N 阶对称张量. 则 Rayleigh商

R(x) :=
T (x, . . . ,x)
||x||Np

(6.72)

的驻点 x是 T 的 lp 特征向量,在驻点处的极值就是对应的 lp 特征值.

证明. 显然

R(x) = max
||x||p=1

T (x, . . . ,x).

考虑 Lagrange函数

L(x,λ ) = T (x, . . . ,x)+λ (||x||Np −1).

由 ∇Lx(x,λ ) = 0与 ∇Lλ (x,λ ) = 0得

T (I(n),x, . . . ,x) = λϕp−1(x)

及 ||x||p = 1. 故 x为 T 的 lp特征向量,极值 λ = T (x)为对应的 lp 特征值.
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对非对称张量,我们仍然可以类似地定义特征值与特征向量.

定义 6.4.13. 设 T ∈ Cn×···×n 是 N 阶非对称张量. 若存在非零单位向量 xk ∈ Cn 及数 λk ∈ C,

k = 1, · · · ,N 使得

T (I(n),x1,x1, . . . ,x1) = λ1ϕp−1(x1),

T (x2, I(n),x2, . . . ,x2) = λ2ϕp−1(x2),

... (6.73)

T (xN ,xN , . . . ,xN , I(n)) = λNϕp−1(xN),

则称 λk 与 xk 分别为 T 的模式 k的 lp 特征值与 lp特征向量.

更一般地,我们有

定义 6.4.14. 设 T ∈ CI1×···×IN 是 N 阶张量. 若存在非零向量 xk ∈ CIk (k = 1, · · · ,N)及数 σ ∈ R,

使得 ||xk||pk = 1,且

T (I(I1),x2,x3, . . . ,xN) = σϕp1−1(x1),

T (x1, I(I2),x3, . . . ,xN) = σϕp2−1(x2),

... (6.74)

T (x1,x2, . . . ,xN−1, I(IN)) = σϕpN−1(xN),

则称 σ 为 T 的奇异值,称 xk (k = 1, · · · ,N)为 T 的模式 k的奇异向量.

张量的奇异值与奇异向量与张量对应的多重线性函数的极值有关.

命题 6.4.6. 设 T ∈ CI1×···×IN 是 N 阶张量. 则

R(x1, . . . ,xN) :=
T (x1, . . . ,xN)

||x1||p1 · · · ||xN ||pN

(6.75)

的驻点 xk 就是 T 的模式 k的奇异向量, k = 1,2, . . . ,N,极值就是奇异值 σ .

证明. 构造 Lagrange函数

L(x1, . . . ,xN ;σ) := T (x1, . . . ,xN)+σ(||x1||p1 · · · ||xN ||pN −1).

由 ∇xk L = 0, k = 1,2, . . . ,N 及 ∇σ L = 0即可得 (6.74).

命题 6.4.7. 张量 T 的最大奇异值等于 T 的范数,即

σmax(T ) = ||T ||p1,··· ,pN := sup
|T (x1, . . . ,xN)|
||x1||p1 · · · ||xN ||pN

. (6.76)

证明. 由命题 6.4.6,结论显然.

习题 6.4
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习题 1. 证明命题 6.4.1.

习题 2. 给定三阶张量 T ∈ R3×4×2. 其中 T 的两个正面切片为

T::1 =


2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 1

 , T::2 =


1 −1 2 −1

1 2 −2 1

1 −2 2 3


计算

(1) T 的范数;

(2) T 的水平片及侧面片;

(3) T 的纤维 T:12, T2:1, T22:;

(4) T 的矩阵展开 T(n)及 T<n>, n = 1,2,3;

(5) 令U =

(
2 3

−1 2

)
,求 T ×3 U.

习题 3. 证明命题 6.4.2.

以下习题,你可能需要用Mathematica或Matlab等软件计算.

习题 4. 设三阶张量 T ∈ R2×2×2的两个正面切片为

T::1 =

(
2 −2

5 −2

)
, T::2 =

(
−1 1

−3 2

)
.

求 T 的 CP分解与 Tucker分解以及 T 的秩.

习题 5. 设 T 如习题 4中的三阶张量,求 T 的 l2 特征值与特征向量.

习题 6. 设 T 是习题 3中的三阶张量,求 T 的奇异值.
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Di(λ ): 第二类初等矩阵, 52

F [A], 117

F [A ], 117

F [x]-模

线性变换决定的, 171

Jn(λ ), 160

Kn(a,b), 176

Pi j: 第一类初等矩阵, 52

Ti j(a): 第三类初等矩阵, 52

V ∗ = L (V,F): 对偶空间, 117

End(V ) = L (V,V ), 116

GL(V ): 线性空间 V 的一般线性群, 117

LC( f ), 36

LM( f ), 36

LT( f ), 36

Res( f ,g): f 和 g结式, 74

SOn(R), 187

δk(λ ,A), 161

On(R), 187

U(V ), 208

U(n) = Un, 208

λ -块, 161

Deg( f ), 36

L (U,V ), 115

lp特征值, 270

lp特征向量, 270

rk(A), 161

rk(λ ,A), 161

rk(λ ,A ), 161

rk(A ), 161

Bessel不等式, 191

Bezout等式, 5

Binet-Cauchy公式, 67

Cauchy-Schwarz不等式, 185

Cauchy-Schwarz不等式, 204

Cauchy不等式, 68

Cayley-Hamilton定理, 132, 158, 172

Desargues定理, 144

Eisenstein判别法, 33

Frobenius范数, 201

Frobenius不等式, 63, 127

Gram-Schmidt正交化, 187, 206

Gram矩阵, 205

Hadamard不等式, 223

Hadamard积, 265

Hermite共轭双线性函数, 243

Hermite变换, 209

Hermite阵, 203

Householder方阵, 190

Jordan分解, 170

Jordan块, 160

Jordan形矩阵, 161

Jordan标准形, 161

Jordan标准形算法, 165

Khatri-Rao积, 265

Kronecker符号, 47

Kronecke积, 257

Lagrange插值公式, 102

Laplace展开公式

多行列, 66

按一行或一列展开, 46

Lorentz空间, 235

277
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Moore- Penrose广义逆, 220

Pappus定理, 143

QR分解, 187

Schur不等式, 213

复, 213

Schur公式, 60

Schur定理, 200

Schur补, 60

Smith标准形, 87

Steinitz替换定理, 99

Sylvester不等式, 62, 126

Sylvester方阵, 74

Thales定理, 142

Vandermonde矩阵, 70

一般线性群, 3

三角形不等式, 189, 204

上三角化, 145

不变因子, 86

不变因子组, 86

不变子空间

变换, 147

不可约元, 30

不可约多项式, 14

整系数, 30

主子矩阵, 45

互素, 5

多项式, 11

代数余子式, 66

代数基本定理, 26, 154

代数重数, 146

仿射包络, 138

仿射变换, 139

伸缩变换, 139

平移, 139

投影, 139

仿射同构, 139

仿射坐标, 136

仿射坐标变换公式, 137

仿射坐标系, 136

仿射子空间, 135

仿射形流型, 135

仿射无关, 138

仿射映射, 139

线性部分, 139

仿射标架, 136

仿射相关, 138

仿射空间, 135

维数, 135

仿射线性函数, 142

仿射线性映射, 139

仿射组合, 138

伴随变换, 192

复, 210

欧氏空间, 192

伴随矩阵, 47

余子式, 66

余弦定理, 189

余数定理, 20

倍式

多项式, 9

克莱姆法则, 54

公垂线, 227

共轭双线性函数, 242

共轭相合, 205, 243

内积

张量, 262

酉空间, 203

准上三角阵, 59

准下三角阵, 59

准对角化, 145

准对角阵, 59

几何重数, 148

凸包, 138

凸多面体, 138

凸组合, 138
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凸集, 138

分圆多项式, 33

分块初等矩阵, 59

分块矩阵, 58

乘法, 59

分拆, 146

分拆数, 169

分级字典序, 36

列向量空间, 105

列满秩, 47

列秩, 47

刚体变换, 229

初等变换, 51

整环上的矩阵, 85

初等因子, 88

初等因子组, 88

初等对称多项式, 38

初等矩阵, 52

判别式, 41

勾股定理, 189

半正定 Hermite阵, 203

半正定矩阵的平方根, 217

单位化, 185

单位向量, 185

单位张量, 260

单形, 138

单重集, 86

单项式, 35

参数方程, 137

友阵, 92

双线性函数, 234

秩, 236

退化, 236

非退化, 236

非退化子空间, 240

双线性函数的矩阵, 235

反 Hermite共轭双线性函数, 243

反 Hermite变换, 209

反 Hermite矩阵, 209

反向刚体变换, 229

反对称变换, 194

反对称张量, 260

反射变换, 229

可逆

整环上的矩阵, 84

可逆线性变换, 111

右分配律, 94

右根基, 239

右正交, 238

右正交子空间, 239

右逆, 48

合数, 5

同余

多项式, 17

同余式, 6

同余类, 6

同构, 111

欧氏空间, 188

向量

同向, 186

平行, 186

异向, 186

模长, 185

正交, 186

向量减法, 94

向量加法, 94

向量空间张量积的泛性质, 254

向量组生成的子空间, 104

和空间, 106

商空间, 122

因子

多项式, 9

坐标, 100

坐标变换公式, 101

坐标张量, 248

垂直, 205

垂线, 227

垂足, 227

域, 1

p元域, 7
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二元域, 2

高斯数域, 2

域:复数域的子域, 2

基, 99

基扩充定理, 100

复化

实线性变换, 134

实线性空间, 103

多重线性函数, 245

反对称, 245

对称, 245

多重集, 86

多项式, 8

不可约, 14

可约, 14

常多项式, 8

常数项, 8

根, 20

次数, 8

相等, 8

系数, 8

零多项式, 8

零点, 20

首一, 8

首项, 8

首项系数, 8

奇异值, 218

复矩阵, 220

奇异值分解

复矩阵, 220

实矩阵, 218

子式, 45

子模, 171

子矩阵, 45

子空间

交, 105

和, 106

直和, 108

字典序, 36

完全收缩, 250

容度, 31

对偶基, 118

对偶空间, 117

对称双线性函数, 234

对称多项式, 38

初等, 38

对称多项式基本定理, 40

对称张量, 260

对角化, 145

对角张量, 260

左分配律, 94

左根基, 239

左正交, 238

左正交子空间, 239

左逆, 48

带余除法, 5

幂零变换, 133

幂零方阵, 133

平凡因子, 9

平行四边形法则, 189

平面, 135

平行, 136

幺模矩阵, 84

广义特征向量, 152

广义特征子空间, 152

广义逆, 63

度量矩阵, 205

度量矩阵 =Gram矩阵, 186

张量

n-秩, 268

p范数, 262

CP分解, 266

Frobenius范数, 262

Tucker分解, 267

共变, 246

切片, 262

反变, 246

可分解, 266

因子矩阵, 266

坐标, 248
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多重秩, 268

展开, 263

摊平, 263

收缩, 261

混合型, 246

秩, 266

纤维, 262

张量的奇异值, 270

张量积

多重线性函数, 245

算子, 256

线性空间, 252

归一化, 185

形式幂级数环, 95

形式微商, 24

循环变换, 178

循环子空间, 149

循环模, 171

循环矩阵, 73

恒正, 85

恒等变换, 111

扩域, 2

投影, 112

拉格朗日定理

多项式, 20

拉格朗日插值公式, 22

收缩算子, 250

数乘, 94

数组空间, 93

方向子空间, 135

无限维线性空间, 99

最大公因子

多项式, 10

整数, 5

最大公约数, 5

最小二乘解, 221

最小多项式, 131

向量, 150

最小最小二乘解, 221

有理分式, 16

有理标准形, 173

有限维线性空间, 99

本原多项式, 30

极分解

复方阵, 220

实方阵, 219

极化恒等式, 189

酉空间, 208

极大线性无关组, 96

柯西方阵, 78

标准内积, 203

标准正交基, 186, 205

标准酉空间, 203

标量乘法, 94

标量变换, 111

根, 20

根向量, 152

根子空间, 152

模, 171

模W 同余, 122

模 m同余, 6

模式, 260

模式 k奇异向量, 270

模式-n乘积, 264

模式-n展开, 264

欧几里得仿射空间, 225

垂直, 226

夹角, 226

直角坐标系, 226

距离, 226

欧几里得定理, 6

欧几里得引理, 6

多项式, 15

欧几里得空间 =欧氏空间, 185

欧几里得算法, 5

多项式, 12, 13

整数, 5

欧拉函数, 7

欧拉定理, 7
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欧氏空间, 185

内积, 185

同构, 188

子空间, 187

正、负惯性指数, 215

正交, 205

向量, 186

向量与子空间, 187

向量与空间之间, 206

子空间, 187

空间之间, 206

正交基, 186

正交投影, 188, 206

正交相似, 192

正交相抵, 218

正交群, 187

正交补空间, 187, 206

正交阵, 186

正定 Hermite阵, 203

消去律, 95

满秩, 47

整环上的矩阵, 84

牛顿二项式定理, 4

矩阵情形, 45

特征值, 129

特征向量, 129

特征多项式, 129

特征子空间, 148

特征方阵, 173

特殊正交群, 187

特殊线性群, 3

特殊阶梯形矩阵, 52

环, 2

交换环, 2

单位, 3

整环, 2

非交换环, 2

直和, 108

直积, 109

相似, 128

相抵

整系数和多项式矩阵, 88

相抵标准形, 50

真因子, 9

矩阵的极分解, 219

秩, 47

双线性函数, 236

向量组, 98

张量, 266

整环上的矩阵, 84

线性映射, 114

空间分解定理, 158

笛卡儿积, 109

等价向量组, 96

等距变换 =保距变换, 228

简单比, 140

算术基本定理, 6

素数, 5

线性函数, 117

线性变换, 111

线性子空间, 104

线性无关, 96

线性映射, 111

乘积, 116

像, 123

和, 115

数乘, 115

核, 123

零度, 124

线性映射同态基本定理, 124

线性泛函, 117

线性流型, 135

线性相关, 96

线性空间的同态, 111

线性组合, 96

向量, 96

线性表示, 96

结式, 74

结构常数
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结合代数, 252

维数公式, 124

置换矩阵, 102

群, 3

行列式, 45

行列式因子, 86

行列式因子组, 85

行向量空间, 105

行满秩, 47

行秩, 47

补空间, 109

规范变换

复, 211

欧氏空间, 194

规范方阵

复, 211

实, 194

谱半径, 181

质数, 5

费马大定理

多项式版本, 25

费马小定理, 7

超平面, 135

超矩阵, 260

距离

点到点, 226

距离:点到平面, 227

辗转相除法, 5

多项式, 12

辛内积, 235

辛空间, 235

过渡矩阵, 100

酉变换, 207

酉方阵, 208

酉相似, 211

酉相抵, 220

酉空间, 203

同构, 206

酉群, 208

重心坐标, 138

重根, 20

重根判别法, 24

阶梯形矩阵, 52

限制变换, 147

零化多项式, 131

向量, 150

零化子, 121

零变换, 111

零映射, 111

零点, 20

单零点, 20

多重零点, 20

零空间

基与维数, 99

非平凡因子, 9

韦达定理, 22

高斯引理

多项式, 31

高等, 85

齐次多项式, 35


